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Wahadlo odwrocone
Tomasz Kawalec!

Instytut Fizyki im. Mariana Smoluchowskiego UJ

Wstep

Wszyscy jesteSmy przyzwyczajeni do pojecia wahadla matematycznego czy fi-
zycznego. Wiemy dobrze, ze ma ono jedno potozenie rownowagi trwatej — gdy
znajduje si¢ w swoim najnizszym polozeniu, wokot ktéorego moze oscylowac.
Okazuje si¢ jednak, ze wprowadzajac pewne modyfikacje, wahadlo mozna usta-
bilizowaé w jeszcze jednym, nieintuicyjnym polozeniu — w pozycji odwrdcone;j,
czyli ,,do géry nogami”, gdy srodek masy wahadla znajduje si¢ powyzej punktu
jego zawieszenia. Wahadlo takie nazywamy wahadtem odwroconym. Istnieje
kilka metod na uzyskanie tego stanu rownowagi. Jedna z nich to zamocowanie
punktu zaczepienia wahadta na poziomym stoliku przesuwnym. Monitorujac kat
chwilowego odchylenia wahadta od pionu, uktad sterowania tak koryguje poto-
zenie stolika w kierunku poziomym, aby przesuna¢ punkt podparcia z powrotem
pod $rodek masy wahadta. Inna metoda stabilizacji jest znana z dwukotowych
pojazdéw Segway oraz nowszych urzadzen — jednokotowych. Segway jest z jed-
nej strony dicyklem (ma dwa kola, ale obok siebie, a nie jedno za drugim, jak
w rowerze), a z drugiej strony — wlasnie wahadlem odwroconym. W tym przy-
padku wychylenie przdd-tyt jest dynamicznie kompensowane dziataniem silni-
kéw napedzajacych kota. Dziatajacy przyktad modelu napgdu Segway, zbudo-
wany z klockéw LEGO Mindstorms, zostat przedstawiony na koncu tego arty-
kulu. Kolejna metoda stabilizacji, opisana ponizej, polega na wprawieniu
w szybkie drgania w pionie punktu zawieszenia wahadta. Taki rodzaj wahadta
odwrdoconego nazywamy wahadtem Kapicy — od nazwiska Piotra Leonidowicza
Kapicy — rosyjskiego fizyka, ktory podat matematyczny opis ruchu takiego
uktadu. Nawiasem mowigc, Piotr Kapica zostat laureatem Nagrody Nobla w roku
1978 za odkrycie nadciektosci helu. Co ciekawe, wahadlem odwroconym jeste-
$my w zasadzie my sami, a rownowagg utrzymujemy dzigki odpowiedniemu cia-
glemu napinaniu migs$ni.

W tym artykule przedstawiam szkic opisu matematycznego oraz konstrukcje
prostego wahadta odwroconego, zbudowanego z popularnego zestawu klockow
LEGO Mindstorms lub klasycznego zestawu LEGO Technic. Mam nadziejg, ze
zachgce Czytelnikow do przeprowadzenia wlasnych eksperymentow.

! tomasz.kawalec@uj.edu.pl



34 FotoN 141, Lato 2018

Krotki opis matematyczny

Model naszego wahadta odwroconego przedstawiono na rys. 1 a). Jest to waha-
dlo, ktorego punkt zawieszenia drga w pionie z amplitudg A i czgstotliwoscig f
(czesto$cig w = 2mf), a kat wychylenia wahadta wzgledem pozycji spoczynkowej
(czyli wzglgdem zwyktego polozenia rownowagi) wynosi ¢. Dlugo$¢ wahadta to
I, a ze wzgledu na fakt, ze w rzeczywistosci bedziemy mieli do czynienia z wa-
hadtem fizycznym, a nie modelowym wahadlem matematycznym, | bedzie dhu-
goscig zredukowang tego wahadta.

a) b)

A I:Im
drgania punktu
zawieszenia

32 mm

Rys. 1. a) model wahadta odwroconego, b) i ¢) schematy gtownej czesSci wahadta zreali-
zowanego z klockow LEGO Mindstorms — widok z przodu i z boku

Roéwnanie ruchu ma postaé:
qb:—ll(g + Ao’ cosmt)sinp(t), o =2nf, (1)

gdzie g to warto$¢ przyspieszenia ziemskiego. Zauwazmy, ze gdy w tym réwna-
niu przyjmiemy A = 0, otrzymujemy znane nam réwnanie ruchu wahadta mate-
matycznego. Czton Aw’cos wt opisuje drgania punktu zawieszenia wahadta
w taki sposob, jakby periodycznie byto modyfikowane przyspieszenie grawita-
cyjne g. Sytuacja jest analogiczna do tej znanej nam z przyspieszajacej lub ha-
mujacej windy. Tu jednak przyspieszanie i hamowanie jest szybkie i periodyczne.
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Roéwnanie (1) nie ma prostego rozwigzania w postaci konkretnych wzoréw, ale
mozna je tatwo rozwigza¢ numerycznie, na przyktad przy pomocy programu
Wolfram Mathematica. Aby jednak moc lepiej zrozumie¢ zachowanie si¢ waha-
dta odwroconego, dokonamy przyblizen i wyliczymy tatwy w interpretacji tak
zwany potencjat efektywny. Zakladamy, ze amplituda drgan A jest znacznie
mniejsza niz dlugo$¢ wahadta | oraz ze czestotliwos¢ f drgan punktu zawieszenia
jest znacznie wigksza niz czgstotliwos¢ drgan wtasnych (swobodnych) wahadta.
Wtedy kat wychylenia ¢ mozemy rozbi¢ na dwie sktadowe — ,,szybka”, zwigzana
wprost z drganiami punktu zawieszenia i ,,powolna”, ktéra odzwierciedla ruch
catego wahadta, bez uwzgledniania szczegdétow zwigzanych z jego szybkimi
drganiami. Nas interesuje tutaj jedynie sktadowa ,,powolna” ¢s. Przyblizone row-
nanie na t¢ sktadowg jest nastgpujace:

L g 1(AwY .
(psz—l—sm(ps—z T sin ¢ cos ;. (2)

Roéwnanie (2) mozna zapisa¢ w prostszej postaci:
oU

mli2G, = ———, 3
@5 20, 3)

gdzie U to tak zwany potencjat efektywny:
2 2

U =-mglcose, + sin” g 4)

Zaleznos$¢ potencjatu efektywnego od kata ¢s daje nam cenng informacje
o tym, czy istnieja, a jesli tak, to dla jakich parametrow, polozenia rownowagi
wahadta — a w szczegolnosci potozenia rownowagi trwatej. Jak wiemy, w mini-
mum potencjalu mamy rownowage trwala, a w maksimum — chwiejng. Wyli-
czamy wiec najpierw pierwsza, a potem druga pochodna z U po ¢s:

ouU mA’ @’

> =mgl cos g +
0ps

coS 2¢;. (5)

Lokalne minima potencjatu dla katow ¢s rownych..., —180°, 180°, ... (czyli
dla potozenia odwrdoconego) istniejg, gdy spetniona jest nierdéwnosé:

Ao’ >2gl. (6)

Proste przeksztalcenia dajg nam warto$¢ graniczng (minimalng) czestotliwosci,
z jaka musi drga¢ punkt zawieszenia wahadta, aby mozna je byto ustabilizowac
W pozycji odwrotne;j:
1
f . =——y29l. 7
a =5 A2 (7)
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Widzimy, ze im krétsze wahadlo lub wicksza amplituda drgan, tym graniczna
czestotliwos¢ drgan f,, jest nizsza — i w prostym uktadzie mechanicznym tatwiej-
sza do uzyskania.

W ponizszych obliczeniach przyjatem parametry odpowiadajace opisanemu
w dalszej czgsci uktadowi rzeczywistemu. Czestotliwos¢ drgan to 10,5 Hz, am-
plituda drgan to 16 mm, a dlugo$¢ zredukowana wahadta to 45 mm (czestotliwos¢
drgan wtasnych wahadla to 2,4 Hz). Masa ramienia to 5 g — wptywa jedynie na
warto$¢ potencjatu efektywnego, ale nie na jego ksztalt. Na poczatku ruchu wa-
hadto ma predkosc katowa zero (@ =0). Czgstotliwos¢ graniczna f, to 9,3 Hz —
ze wzoru 7. Widzimy tutaj, ze dla takich parametréw, przyblizenia potrzebne do
wyprowadzenia wzoru (2) nie sg bardzo dobrze spetnione, niemniej otrzymane
wyniki pozwalajg na lepsze zrozumienie fizyki wahadla odwroconego. Na
rys. 2 a) przedstawiono wykres zaleznos$ci ,,powolnej” sktadowej kata wychyle-
nia wahadta od czasu — rozwigzanie rownania (1), a na rys. 2 b) — wykres poten-
cjatu efektywnego — rownanie (4).
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Rys. 2. a) ,,powolna” sktadowa kata wychylenia wahadta w funkcji czasu; b) efektywny potencjat

wahadla w funkcji ,,powolnej” sktadowej kata wychylenia dla przypadku spelnienia warunku sta-
bilizacji w ustawieniu odwroconym
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Na poczatku wahadto zostalo ustawione w poblizu potozenia odwroconego
(prawie 180°) i blisko tej pozycji pozostaje. Male oscylacje wahadta w potozeniu
odwréconym, widoczne na rys. 2 a), to drgania wokot nowego potozenia rowno-
wagi, a ich amplituda zalezy od poczatkowego wychylenia wahadta od pozycji
odwroconej. Wyjasnienie znajdujemy w przebiegu potencjatu efektywnego U.
Oprocz znanego nam dobrze minimum w potozeniu dolnym (..., —360°, 0°, 360°,
...), odpowiadajacego dolnemu potozeniu réwnowagi, pojawito si¢ dodatkowe
minimum dla ustawienia odwroconego (nieparzyste wielokrotnosci 180°). Z wy-
kresu potencjatu widzimy tez, ze dla zatoZzonych tutaj parametrow, wychylenie
moze wynosi¢ maksymalnie nawet okoto 40°, liczac wzgledem pozycji odwrd-
conej. Symbolizuja to przechylone wahadta w gornej czgsci rys. 2 b).

Zobaczmy teraz, co si¢ dzieje, gdy czgstotliwo$¢ drgan punktu zawieszenia
wahadta jest za mata. Na rys. 3 przedstawiono wyniki obliczen dla czestotliwosci
drgan f = 10,5 Hz i dlugosci zredukowanej wahadta 260 mm. Dla tej dlugosci
czestotliwo$¢ graniczna wynosi 22,5 Hz. Dla utatwienia analizy zachowania wa-
hadta, poziomymi kreskowanymi liniami zaznaczono polozenia rownowagi —
zwykte (..., =360°, 0°, 360°, ...) i odwrocone (..., —180°, 180°, ...).
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Rys. 3. Wykresy analogiczne do tych z rys. 2, ale dla przypadku, w ktorym stabilizacja w ustawie-
niu odwréconym nie zachodzi
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Widzimy, ze wahadlo nie stabilizuje si¢ w pozycji odwroconej, mimo ze po-
czatkowo tak jest ustawiane (180°). Zamiast tego, wykonuje prawie petne obroty
wokot zwyktych polozen rownowagi, co jakis czas wykonujac pelny obrot wokot
punktu zawieszenia — na przyktad w 4, 30, 32, ... sekundzie. Przebieg potencjatu
efektywnego faktycznie pokazuje, ze jedyne minima to te odpowiadajace poto-
zeniu dolnemu. Szczegdty zachowania wahadta przedstawione na rys. 3 a), takie
jak chwile wykonania pelnego obrotu czy liczba wykonanych petnych obrotow,
bardzo zaleza od parametréw poczatkowych — poczatkowego kata czy czestotli-
wosci drgan punktu zawieszenia.

Realizacja wahadla Kapicy z klockow LEGO

Na rys. 1 b) i ¢) naszkicowana zostala gtéwna czgs¢ wahadta Kapicy zbudowa-
nego z zestawu LEGO Mindstorms NXT. Z kolei na rys. 4 i 5 oraz filmie [1],
dotaczonym do artykutu w wersji on-line, widzimy zdjecia catego uktadu oraz
jego dziatanie.

Rys. 4. Uktad do demonstracji wahadla odwrdconego przy wylaczonych drganiach (po lewej)
iz drganiami (po prawej). Stabilizacja jest utrzymywana nawet w przypadku lekkiego odchylenia
catego uktadu od pionu
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Catos$¢ sktada si¢ z silnika, dwoch potgczonych szeregowo przektadni zebatych
o przetozeniach 3:5 i 1:3, tgcznikéw oraz kilkunastu podtuznych klockow, dla
ktérych w terminologii polskich fanow LEGO przyjela si¢ nazwa ,,belka”, bedaca
bezposrednim tlumaczeniem angielskiej nazwy beam. Jedna z belek jest ramie-
niem wahadta. W naszym przyktadzie rzeczywista dlugo$¢ ramienia, liczac od
punktu zawieszenia, wynosita 67 oraz 84 mm (belki ,,9” i ,,11”"). Ponadto, rami¢
o dhugosci 100 mm (belka ,,13”) bylo uzywane z innym typem silnika — patrz
sekcja ,,Uwagi praktyczne”.

L T .""'"

Rys. 5. Wahadto podobne do tego z rys. 4, ale z dtuzszym ramieniem. Czgstotliwos¢ drgan punktu
zawieszenia wahadla jest juz na granicy warunku stabilizacji

Do rachunkoéw, a szczegolnie do obliczenia potrzebnej minimalnej czgstotli-
wosci drgan fg, potrzebna jest dlugos¢ zredukowana wahadta |. W praktyce, po-
miaru tej dtugos$ci najtatwiej dokona¢ mierzac okres T jego drgan swobodnych:

_gr’
4n*

®)

Znaleziona w ten sposob dlugos¢ zredukowana to 451 55 mm dla belki ,,9”1,,11”.
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Okazuje sig, ze sg to wartosci bardzo bliskie dlugosci zredukowanej wyliczonej
dla cienkiego, jednorodnego preta o dtugosci rzeczywistej d, zawieszonego na
jednym z jego koncow:
2
| 3 d. 9)
Czestotliwo$¢ graniczna fg, obliczona ze wzoru (7) wynosi 9,1 Hz dla dtugo-
$ci zredukowanej 45 mm i 10,1 Hz dla 55 mm. Przektadnie zapewniajg zwigk-
szenie czestotliwosci obrotow silnika o czynnik 5. Nieobcigzony silnik NXT wy-
konuje okoto 2,8 obrotu na sekundg, a w naszym wahadle — okoto 2 obroty na
sekunde. W potaczeniu z przektadniami daje to czestotliwos¢ drgan punktu za-
wieszenia wahadta 10,4 Hz. Wartos¢ ta zostata znaleziona przez analiz¢ klatek
filmu oraz bezposredni pomiar liczby obrotow silnika przy pomocy sterow-
nika NXT. Niestety, ze wzgledu na relatywnie duze tarcie pomiedzy belka waha-
dta a punktem zawieszenia, oscylacje przewidziane w lewej czgsci rys. 2 sg prak-
tycznie nie do zaobserwowania.

Uwagi praktyczne

Po wlaczeniu silnika rami¢ wahadta zazwyczaj trzeba recznie obroci¢ do pozycji
pionowe;j. Trzeba tez pamigta¢ o uzywaniu w petni natadowanych baterii lub aku-
mulatorow, poniewaz czestotliwos¢ drgan jest niewiele wigksza niz czgstotliwose
graniczna f;.

Wahadto odwrécone mozna réwniez zrealizowac z uzyciem silnikow z kla-
sycznej serii LEGO Technic Power Functions, ktore maja wigksza predkos¢ ob-
rotowg niz te z serii Mindstorms NXT czy EV3 (kosztem nizszego momentu ob-
rotowego). Przyktadowo, silnik ,,Large” pozwolit na bardzo dobrg stabilizacje
wahadla odwroconego o rzeczywistej dtugosci ramienia 100 mm (belka ,,13”).
Zachecam do eksperymentowania z ré6znymi typami napedow.

Przedstawiona tutaj prosta konstrukcja mocno drga podczas pracy, pogarsza-
jac stabilizacj¢ wahadta odwroconego. Aby temu zapobiec, wystarczy mocno do-
cisna¢ uktad do stotu — zmniejsza to wibracje, a takze redukuje obcigzenie silnika,
powodujac delikatne zwickszenie jego predkosci obrotowe;.

Wahadlo typu Segway

Jako ciekawostke na rys. 6 oraz na filmie [2] przedstawiono maty pojazd podobny
do wozka Segway. Pojazd jest stabilizowany niewielkimi ruchami silnikow pra-
cujacych w petli sprzezenia zwrotnego z czujnikiem wychylenia. Niestety, nie
jest on dotgczany do podstawowego zestawu NXT czy EV3. Czujnik taki mozna
dokupi¢ gotowy (nadajacy si¢ wprost do uzycia ze sterownikiem NXT lub EV3)
lub — w przypadku znajomosci podstaw elektroniki i programowania mikrokon-
trolerow — skonstruowa¢ samemu na bazie scalonego zyroskopowego miernika
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predkosci katowej, na przyktad L3GD20H czy LSM6DS33. Wiele wyczerpuja-
cych opisow konstrukeji tego typu wahadla oraz przyktadéw oprogramowania
mozna znalez¢ w Internecie — tutaj rowniez zachecam do eksperymentowania.

Rys. 6. Realizacja wahadta odwrdconego typu Segway z klockow LEGO Mindstorms

Filmy on-line:
[1] http://coldatoms.com/foton/wahadlo _odwrocone LEGO.avi
[2] http://coldatoms.com/foton/segway LEGO.avi



