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Wyprowadzanie promieniowania Hawkinga
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Jezeli cos mozna w ogole zrozumiec, mozna to tez zrozumiale wylozyc.
Albert Einstein

W czesci I zostaly wprowadzone stacjonarne orbity fotonowe wokol czarnej
dziury tworzgce sfere fotonowg w opisie OTW (Ogolnej Teorii Wzglednosci) lub
kule w opisie GN (Grawitacji Newtona). W czesci Il orbity fotonowe sq kwanto-
wane wzgledem momentu pedu i energii w elementarnym jezyku liczb kwanto-
wych. Nastepnie na podstawie tych skwantowanych stanow wykonane jest autor-
skie wyliczenie statystycznej entropii czarnej dziury w ujeciu Boltzmanna. W ko-
lejnym kroku z definicji statystycznej obliczana jest temperatura fotosfery czarnej
dziury. Rachunki wykonane z mniejszq doktadnoscig prowadzq do entropii Haw-
kinga, zas zwigkszenie doktadnosci prowadzi do entropii gazu fotonowego pro-
mieniowania Plancka ciata doskonale czarnego. W tym alternatywnym wariancie
promieniowania Hawkinga entropia i temperatura zalezg od potowkowych poteg
masy S oM, Tol/M". Zaleznosci te prowadzq do stalej i ogromnej mocy

promieniowania P = 10°" W, ktora jest tylko o jeden rzqd wielkosci mniejsza od
mocy Plancka Pp = 10°> W. Tak duzych mocy nie obserwuje sie w catym Wszech-
Swiecie, jednakze znane sq kwazary, ktorych moc dzieki czarnym dziurom osigga
warto$¢ rzedu 10* W. Opisane w ostatnim rozdziale rozwazania czarnej dziury
z cigzkq fotosferqg sugerujq, ze promieniowanie moze zaleze¢ od energii zgroma-
dzonej wokot czarnej dziury, a w szczegolnosci moze mie¢ mniejszq moc i jedno-
czeSnie wyzszq temperature widmowq.

Wstep

Wprowadzenie fotosfery czarnej dziury zbliza promieniowanie Hawkinga do

promieniowania ciata doskonale czarnego Plancka wydobywajacego si¢ z wneki

rezonansowej. Podstawg rachunkow dla fotosfery czarnej dziury jest obliczenie

entropii. W czesci I uzyta zostata termodynamiczna definicja Clausiusa (26) en-

tropii:
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Zwykta forma (26) definicji Clausiusa uwazana jest za niedostatecznie
0go6lna, jednakze forma (57) umozliwia jej stosowanie rowniez dla procesow nie-
odwracalnych, przynajmniej takich jak rozpr¢zanie w prozni¢. Niniejsza czg§¢
pracy bazuje jednak na statystycznej definicji entropii Boltzmanna. W mysl tej
definicji entropia jest proporcjonalna do logarytmu naturalnego z calkowitej

liczby Q mikrostanow, mogacych realizowa¢ dany makrostan o energii £:

S=k,InQ (58)

Celowo uzyto tutaj oznaczenia mocy zbioru zdarzen elementarnych znanego

ze szkolnej teorii prawdopodobienstwa. Wzor (58) byt wielkim osiagnieciem
Boltzmanna, czego wyrazem jest umieszczenie tego wzoru na grobie uczonego

(rys. 7).

Rys. 7. Gréb Boltzmanna ze statystyczng formutg entropii S = klogh = kgln Q
(fot. Janez Stare: http://graves.mf.uni-lj.si/graves/623/ludwig-boltzmann)

Okazuje sie, ze w nauce istnieje jeszcze inna bardziej szczegdtowa formuta na
entropie, ktorg mozna nazywac entropig Gibbsa-Shannona:

S=—ky Y p,Inp, (59)

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich mikrostanach o prawdopodobien-
stwie p;. Formula (59) jest stosowana nie tylko w fizyce, ale rowniez w teorii
informacji oraz czystej statystyce (z pominigciem statej wymiarowej i czasem
z logarytmem o podstawie 2). Jezeli jednak za Boltzmannem przyjmiemy, ze
wszystkie mikrostany realizujagce makrostan sa réwnoprawdopodobne (jak
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w prawdopodobienstwie klasycznym), to entropia Gibbsa-Shannona przechodzi
w entropi¢ Boltzmanna:

S:_kB(plnp){:):—kBlna_l:kBlnle (60)

Subtelnosci entropii wedtug Boltzmanna i Gibbsa oraz posrednio Shannona
(ze wzgledu na podobienstwo formut) dotyczy praca [19]. Czytelnicy Fotonu
mieli juz okazje kojarzy¢ formute (59) z nazwiskami Gibbsa i Shanonna [20].
Natomiast inna praca w Fotonie [21] nie odnosi si¢ do Gibbsa, a jedynie do en-
tropii Shannona w teorii informacji.

Pojecie entropii czarnej dziury jako pierwszy zapostulowal w roku 1973
Bekenstein [22]. Podat on formuly zaréwno na entropi¢ i na temperature czarnej
dziury, ktore roéznig si¢ od formut Hawkinga czynnikami bezwymiarowymi.
W przypadku entropii czynnik ten wynosit In 2/(2w) = 1/9. Czynnik dla tempera-
tury zalezat od obrotow czarnej dziury?, a przy ich braku wynosit 27/In 2 = 9.
Oczywiscie Hawking powotywat si¢ wielokrotnie na prace Bekensteina.
W zwigzku z tym entropi¢ czarnej dziury okresla si¢ czesto mianem entropii Bek-
ensteina-Hawkinga®. Tego dwuczlonowego nazewnictwa przyjeto sie nie odnosi¢
do temperatury i samego promieniowania czarnej dziury. Warto jednak wiedzie¢,
ze wktad Bekeinsteina byl wickszy niz to si¢ zwyczajowo utarlo, ale dotyczyt on
gtéwnie termodynamiki czarnych dziur. Natomiast gtowny wktad Hawkinga po-
legal na obliczeniach kwantowo-polowych w czasoprzestrzeni zakrzywionej,
ktore pozwolity poprawic¢ state bezwymiarowe dla entropii i temperatury czarnej
dziury. Oryginalne wyprowadzenie Hawkinga znajduje si¢ przede wszystkim
w dwoch jego pracach z 1975 1 1976 roku [13, 23]. Prace te nie sg jednak takie
proste do przesledzenia, warto wigc zapoznac si¢ z bardziej szczegdtowa i ob-
szerng praca DeWitta [24], na ktoéra powotywal si¢ sam Hawking [11] w charak-
terze potwierdzenia swoich wczesniejszych obliczen. Mimo wszystko wyprowa-
dzenia tego typu rzadko sg obecnie prezentowane na forum publicznym, nawet
dla specjalistow. Przyktadowo z materialow online autorowi udato si¢ znalez¢
tylko jeden wyktad przedstawiajacy trudne wyprowadzenie Hawkinga. Wyktad
wygtosit w duzym os$rodku indyjskim hinduski profesor Gautam Mandal z Bom-
baju [25]. W sieci dostgpne sg réwniez kilkuczgsciowe wyktady Mandala wpro-
wadzajace do promieniowania Hawkinga i wyktadu glownego. Znacznie prostsze
podejscie do wyprowadzenia przedstawit na prezentacji online Amerykanin Der-
mot O'Reilly [26]. Jednakze jego prezentacja przedstawia jedynie heurystyczne

2 Zalezno$¢ temperatury Bekeinsteina od momentu pedu czarnej dziury w rozwigzaniu Kerra
jest intrygujaca i przypomina ide¢ Zeldowicza i Starobinskiego, wedhug ktorej to wlasnie obrot
umozliwia emisj¢ czastek.

3 Skrot BH dla tych nazwisk jest zgodny z angielskim skrétem ,,bh” dla czarnej dziury. W ni-
niejszej pracy rozrozniane sg entropie i temperatury Bekensteina i Hawkinga, ale tylko ze wzgledu
na inne state normalizacyjne.
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podejscie Hawkinga (lub Bekensteina) rozwazane w poprzedniej czgéci niniej-
szego artykuhu.

W latach 90-tych pojawity si¢ wyprowadzenia entropii czarnych dziur oparte
na supersymetrycznych teoriach strun. Idea ta zostata opisana np. w 1993 przez
Susskinda [27]. Trzy lata pézniej w 1996 roku pojawity si¢ juz pelne obliczenia
i wzory. Najpierw zostaly one wykonane przez Stromingera i Vafe w modelu
pieciowymiarowym [28]. Nastepnie Maldacena i Strominger zaadaptowali obli-
czenia do czterech wymiarow [29]. Szczegdtowy opis teorii mozna znalezé
w pozniejszej pracy Sato [30]*. Trudno jednak stwierdzi¢ czy teoria strun dowo-
dzi entropii Hawkinga, czy tez odwrotnie promieniowanie Hawkinga wskazuje
na zasadno$¢ teorii strun i umozliwia wybor wiasciwych wariantow teorii strun.

W niniejszej czgsci artykulu przedstawiona zostanie jeszcze inna metoda ob-
liczania entropii czarnej dziury. Oparta jest ona na zliczaniu skwantowanych sta-
néw fotonowych egzosfery. Rozwazane sa dwie metody: kwantowanie po-
wierzchniowe fotosfery oraz kwantowanie objgtosciowe.

3. Kwantyzacja orbit fotonowych czarnej dziury

Promieniowanie Hawkinga ma natur¢ kwantowg, wigc do jego zrozumienia nie
wystarczy nawet biegla znajomos¢ OTW. Potrzebna jest jeszcze kwantowa teoria
pola. Niniejsza praca ma na celu przeprowadzenie kwantyzacji orbit fotonowych
na poziomie niewiele odbiegajacym od kwantyzacji atomu wodoru znanego ze
szkoty [31]. Podobnie jak w czesci 1 rozwazone zostang dwa podejscia, czyli
kwantyzacja orbit opisanych przez GN oraz orbit opisanych przez OTW.
Ze wzgledu na jakoSciowa roznice egzosfer (kula i sfera) w obu teoriach réwniez
kwantyzacja bedzie miata dwa oblicza: obj¢tosciowe 1 powierzchniowe.

Celem kwantyzacji orbit fotonowych jest znalezienie skwantowanych warto-
$ci energii (kinetycznej) fotondw, czyli ich widma liniowego®. W tym celu zosta-
nie wykorzystany zwigzek energii z momentem pedu i uniwersalna kwantyzacja
momentu pedu. Nalezy wiec rozpocza¢ od zwigzku miedzy energia i pedem fo-
tonu. W gruncie rzeczy ma on natur¢ relatywistyczng (nawet ultrarelatywi-
styczng), ale moze zosta¢ wyprowadzony z samych zwigzkow dualizmu korpu-
skularno-falowego (Plancka, de Broglie’a®) oraz klasycznego wzoru dla fal:

h

Ef:hf> p:_’ ﬂ’:

¢
n 7 = E. = pc (61)

4W tym miejscu dzigkuje prof. dr. hab. J. Pawelczykowi za konsultacje odnos$nie historii obli-
czen entropii czarnych dziur w teorii strun.

5 W sensie energetycznych pozioméw fotonowych, a nie ich réznic jak w drugim postulacie
Bohra.

¢ W kontekscie fotondw wzor ten zostat w rzeczywisto$ci wprowadzony przez Einsteina i wy-
kazany do$wiadczalnie przez Comptona.
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Warto wiedzieé¢, ze z rozwazan z samej mechaniki nierelatywistycznej wy-

sztoby inaczej:
2
E, _ , p=mv = E, PV v=e E;‘:ﬁ:ﬂ
2 2 2 2

Oczywiscie dla fotonow prawdziwa jest relacja (61), zar6wno kwantowo i re-
latywistycznie, ale nie jest do konica jasne czy relacji (62) nie powinno si¢ kon-
sekwentnie stosowa¢ w rozwazaniach nierelatywistycznych celem unikni¢cia
teorii hybrydy. Tak to tez bedzie robione w p6zniejszej czgsci tej pracy.

Korzystajac z faktu, ze moment pedu zalezy od jego sktadowej stycznej (np.
do sfery) mamy:

(62)

L=rp, = p.=L/r (63)
Prowadzi to do poszukiwanej zalezno$ci energii fotonu od jego momentu pedu:
2.2 2
L N N e A
r r

Przy kwantowaniu powierzchniowym na sferze fotonowej nie wystepuje skta-
dowa radialna pedu (p,= 0), za§ moment pedu przyjmuje maksymalng warto$¢

dla danej energii:
2
L
E =c |5 i pp = Lum© (65)
r r

Okazuje si¢, ze ostatnie wyrazenie bedzie rowniez prawdziwe dla orbit elip-
tycznych przy kwantowaniu objetosciowym, gdyz orbity te z Definicji 2.1
(w pierwszej czesci artykutu) maja takg samg energi¢. Tutaj réznica bedzie nie
tyle w mozliwych warto$ciach energii, ale w liczbie stanéw o tej samej energii.
Pora teraz przejs¢ do podrecznikowej (np. [31, 32]) kwantyzacji warto§ci mo-
mentu pedu lub kwadratu momentu pedu (rys. 91 10):

L =I1+Dr*, L=AJll+Dh, 1=0,1,2,3,... (66)

Oprocz wartosci momentu pedu kwantyzacji podlega rowniez tylko jedna do-
wolnie wybrana sktadowa momentu pedu (rys. 8), np. L:

L, =mh, m=-—1,...,—-1,0,1,...,1 (67)
20+1

Ostatnim elementem kwantyzacji jest dwuwartosciowa kwantyzacja spinu fo-
tonu lub inaczej jego polaryzacji (rys. 9). Foton jest bozonem o spinie 1:

s=4I(1+1) A, s, =mh, m,= —1,1; m,= —1,0,1| (68)
2 3
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Rys. 8. Kwantowanie sktadowej momentu pegdu (liczba m) wystepujace zarowno w kwantowaniu
powierzchniowym, jak i objetosciowym orbit fotonowych mozna zobrazowaé katami nachylenia
plaszczyzn tych orbit do rozpatrywanej osi: a) skwantowane ustawienia orbit prostopadtych do ry-
sunku o polaryzacji stycznej, b) linia i stozki styczne do dozwolonych plaszczyzn orbit

Zmniejszona z 3 do 2 liczba polaryzacyjnych stopni swobody fotonu wynika
z faktu, ze fale elektromagnetyczne sg falami poprzecznymi i nie posiadaja po-
dtuznego modu polaryzacyjnego. Dzigki temu sytuacja znowu jest analogiczna
do elektroné6w w atomie i do ich spinu. Natomiast na sferze fotonowej by¢ moze
nalezy rowniez odrzuci¢ polaryzacje radialng, ktéra mogtaby prowadzi¢ do duzej
niestabilnosci orbity (lub ktéra mozna by zaliczy¢ juz do orbit niekotowych).

Na podstawie kwantyzacji (66) wida¢, ze energia (65) jest skwantowana we-
dlug orbitalnej (pobocznej) liczby kwantowej / w kwantyzacji powierzchniowe;j
sfery fotonowej, a w kwantyzacji objetosciowej wedtug jej maksymalnej warto-
$ci Imax dla danej energii. Mozna wprowadzi¢ zatem gldwna liczbe kwantowa na-
stepujacym przyblizeniem do liczby naturalne;j:

+1) =1, 1+Lzl +%zl

max l max
max

[ (I +1=mn (69)

max ( max

gdzie: n =1, 2, 3, ... . Drugie przyblizenie w (69) podyktowane jest tradycja dla
atomu wodoru (cho¢ tutaj mozna by tez przyja¢ n = Imax). Natomiast pierwsze
przyblizenie wynika z rozwinigcia funkcji pierwiastkowej do wyrazow pierw-
szego rzgdu. Mozna zatem ostatecznie zapisa¢ skwantowang energi¢ w obu
kwantyzacjach:

he 1 \#ac he
En = lmax (lmax + 1) & (lmax + _j_ ~n— (70)
r 2)r r
Okazuje sig¢, Ze ostatecznie przyjete przyblizenie mozna interpretowac zwykla

kwantyzacja orbit kotowych typu Plancka-Bohra-de Broglie’a (rys. 9):

et T e

n

(71)

:2nr/n_ r
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Rys. 9. Kwantyzacja powierzchniowa orbit na sferze fotonowej kwantuje jednoczesnie ener-
gie i moment pedu (n = /+1): a) polaryzacja prostopadta, b) polaryzacja styczna

Rys. 10. Kwantowanie objetosciowe w opisie GN dla fotonowych orbit eliptycznych o réwnej ener-
gii (n=3), ale r6znych momentach pedu (/ =0, 1, 2): a) poréwnanie ksztaltu orbit, b) poréwnanie
potozen orbit znajdujacych si¢ w jednej plaszczyznie

Pozostato jeszcze zliczenie sumarycznej liczby orbitali w kwantowaniu obje-
tosciowym (rys. 10):
2-0+D)+[2(n—-1)+1] 2
2 ‘n=n

g(Zl +1)= (72)

gdzie zostal wykorzystany wzor na sume ciggu arytmetycznego. Uwzglednienie
dwdch polaryzacji fotonu daje liczbe degeneracji stanu energii rowna g,=2n’.
W przypadku kwantyzacji powierzchniowej na sferze liczba orbitali (ré6znych
warto$ci m) wynosi tylko 2/mat1~2n, gdyz kazda kotowa powtoka sktada si¢
z jednej podpowloki’. Uwzglednienie obu polaryzacji datoby tutaj liczbe dege-
neracji g, ~ 4n.

7 Formalnie $cista warto$¢ 2n—1 jest tutaj mniej doktadnym przyblizeniem niz 2n.
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Podsumowanie obu kwantyzacji znajduje si¢ w Tabeli 1.

Tabela 1. Charakterystyka objetosciowej i powierzchniowej metody kwantowania energii stacjo-
narnych orbit fotonowych w ujeciu GN oraz OTW, z uwzglednieniem degeneracji

Rodzaj kwantyzacji orbit fotonowych

Charakterystyka Objetosciowa Powierzchniowa
Typ teorii grawi- GN OTW
tacji (GN)
Obszar kwanto- Egzosfera Sfera fotonowa
wania 0<r<R
Promien bazowy r=0,5R r=L5R; (r=0,5R)
he hc
En = Zmax(lmax +1)—z n—

Energia kine-

, r 7
tyczna fotonow

E'=E /2 (& r =Ry
En :21’22 8n :4Imax +2~4n

Degeneracja

- *

g, =2l +1=2n

Warto zauwazy¢, ze dwa razy mniejsza nierelatywistyczna energia fotonow Ef"
(62) oraz dwa razy mniejszy promien malego horyzontu wzajemnie si¢ kompen-
suja, jakby promien wynosit 7 = Rs. W przypadku kwantyzacji powierzchniowej na
sferze fotonowej w opisic OTW (ale takze GN) by¢ moze nalezy rozwaza¢ jedynie
polaryzacje styczng, czyli mniejsza degeneracje g, . Po prostu polaryzacja radialna
jakby wycieka ze sfery i orbity z taka polaryzacja moga by¢ bardziej niestabilne.

Na zakonczenie kwantyzacji warto zauwazy¢, ze udato si¢ wywies¢ wszystkie
relacje bez skomplikowanych operatoréw (laplasjanu, kwadratu momentu pgdu)
oraz bez funkcji falowych (harmonik sferycznych). Oczywiscie wykorzystane
zostaty gotowe wyniki i analogie, ale kwantowanie energii zostalo potwierdzone
warunkiem dla orbit zamknigtych. Warto doda¢, ze w kwantowaniu na sferze fo-
tonowej OTW wykorzystano jej euklidesowy charakter (w sensie parametru r
i geometrii zewnetrznej) oraz uniwersalny postulat o statosci lokalnej predkosci
swiatta. Wobec tego » uzyte nieco ad hoc w momencie pgdu znalazto swoje ukon-
stytuowanie po zapisaniu warunku dla orbit zamknigtych, ktory korzystal z wzoru
na obwad sfery.

Energia potencjalna fotonéw w czasoprzestrzeni Schwarzschilda

Dotychczas rozwazana energia fotondw w tym rozdziale byta energia kinetyczna.
Natomiast w rozdziale 1 cze$ci [ wystepowata rowniez energia catkowita i wspo-
mniano, ze mozna z niej wydzieli¢ energi¢ potencjalng. W rzeczywistosci dla fo-
tondw staje si¢ to bardziej naturalne z zastosowaniem mechaniki kwantowe;.
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Rozpocznijmy jednak od analizy energii czastek z niezerowa masg spoczynkowa:
E =E,+E +E, (73)

gdzie: E. —energia catkowita, £y — energia spoczynkowa, Ex — energia kinetyczna,
— potencjalna energia grawitacyjna. Formuty na energi¢ spoczynkowg i kine-
tyczng sg tutaj formalnie identyczne jak w szczego6lnej teorii wzglednosci:

2
E,=mc® , E =—C e (74)

N1-v?/¢e?
Calkowita energia relatywistyczna posiada za$ oprocz czynnika Lorentza ana-
logiczny czynnik grawitacyjny Schwarzschilda [7]:

\/71/1 R /7 (75)

1-v* /¢

Wobec powyzszego energia potencjalna czastki wynosi:

mcz
E, =ﬁ(,/1—1€s/r—1) (76)

W przypadku fotonéw dla ktorych mo= 0 i v = ¢ mozna uzna¢, ze w powyz-
szych wzorach symbol nieoznaczony 0/0 jest okreslony w mechanice kwantowej
wyrazeniem Plancka Af. Dostajemy zatem relacje dla fotonu:

E =hf=E, =E , E =hf\1-R/r (77)

Posta¢ energii catkowitej zapewnia jej zachowanie np. przy oddalaniu si¢ fo-
tonu od centrum pola. Wéowczas dylatacja czasu zmniejsza czestotliwosé fotonu,
ale jest to rekompensowane zwickszajacym si¢ czynnikiem Schwarzschilda. Wo-
bec braku energii spoczynkowej dla foton6w jego energia potencjalna wyraza si¢

réznica wyrazen w (77):
Epzhf(w/l—Rs/r—l) (78)

Ta energia potencjalna podobnie jak w wersji czastki masywnej (76) i w teorii
nierelatywistycznej jest ujemna. Jednakze energie catkowite (75) i (77) s nieu-
jemne, co nie ma miejsca w opisie grawitacji Newtona.

W ramach przyktadu uzycia wzoréw (77) i (78) zastosujmy je do fotonu
o energii kinetycznej E=hf znajdujacego si¢ na sferze fotonowej (r = 1,5Rs):

E 3-3

E =—/ , E = ——E 79
= F b 3 (79)
Pierwszy z tych zwiazkow przypomina relacj¢ migdzy temperaturg obserwo-
walng, a temperaturg lokalng fotosfery z Obserwacji 1 w I cze$ci artykutu. Zgod-
no$¢ ta nie jest przypadkowa i jak zobaczymy, czyni calg teori¢ bardziej konsy-
stentna.
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4. Statystyka i kombinatoryka stanéw fotonowych

W poprzednich rozdziatach zostata opisana geometria oraz kwantyzacja orbit fo-
tonowych wokot czarnej dziury. Mozna zatem przystapi¢ do zliczania tych sta-
néw dla okreslonej sumarycznej energii kinetycznej E. Podstawowy postulat fi-
zyki statystycznej glosi, ze wszystkie mikrostany o takiej samej energii catkowi-

tej sg rownoprawdopodobne. Zatem liczba takich wszystkich stanow €2 jest
bardzo wazng wielkoscia®, ktéra determinuje prawdopodobienstwo makrostanu.
Doskonale zdawat sobie z tego sprawe Boltzmann, ktéry na tej liczbie opart
swoja elementarng definicje entropii (58):

S =k INQ(E) = ky nQe(E,) (80)

Jak wida¢ zliczanie standw i warto$¢ entropii nie zalezy od wyboru parame-
tryzacji energig kinetyczng czy catkowita’. W formule Boltzmanna powinny by¢
uwzgledniane wszystkie mozliwe stany niezaleznie od liczby fotonoéw jakie za-
wieraja. W tym sensie podejscie to jest nieco ogdlniejsze (inne) niz w tzw. ukla-
dzie mikrokanonicznym, gdzie liczba czastek musi by¢ okreslona. Réwniez jest
inne niz w tzw. wielkim uktadzie kanonicznym, gdzie z gory dana jest tempera-
tura i potencjat chemiczny. Mowa zatem o podejsciu, ktéore mozna by nazwac
nieco przewrotnie wielkim uktadem mikrokanonicznym i ktére jest zgodne z ideg
Boltzmanna.

Zgodnie z (70) i (71) energia wystgpuje w porcjach, czyli kwantach energii
rownych Ej. Zatem liczba tych kwantow (tutaj w ogoélnosci nie jest ona réwna
liczbie fotondw) wynosi:

N=E/E , E =hclr (81)

Zatem w rozwazanym stanie fotony mogg znajdowac si¢ co najwyzej na po-
wloce n = N. Wobec tego warunek na liczby obsadzen k; fotondw na i-tych po-
wlokach (i = n) mozna zapisac nastepujaco:

1k, +2ky +3ky + 4k, + ...+ Nkjy =N ;5 k;=0,1,...,N (82)

Znalezienie wszystkich takich rozktadow nie jest rzeczg prosta, co wigcej nie
istniejg na to jawne wzory. Zagadnienie sprowadza si¢ do funkcji partycji (V)
ilosci rozktadow liczby N na sumy liczb naturalnych (przy czym iloczyny rozpi-
sujemy na sumy np. 2k=2+2+...+2 ). Do obliczania warto$ci funkcji partycji V)
istniejg jedynie niepraktyczne wzory redukcyjne. Oprdcz tego znane sg algo-
rytmy i programy komputerowe, ktore obliczaja warto$¢ tej funkcji oraz okre-
$lone rozktady liczbowe. Jednak nie trzeba si¢ ba¢ wypisania takich partycji na

8 Zwykle nie uzywa sie tu dwoch kresek dla mocy zbioru. Na grobie Boltzmanna uzyto za$
odpowiednika tacinskiego Q czyli ¥, a niekiedy stosowany jest tez symbol I'.
9 Zalezno$¢ ta pojawi si¢ dopiero na poziomie temperatury, co mozna tatwo zinterpretowag.
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piechotg dla niezbyt duzych N =10, 11, 12. C6z to jest tuzin kwantow wobec mi-
liarda miliardow, ale to moze wystarczy¢, jesli postapi si¢ dostatecznie sprytnie
i dopisze szczescie'®. Przeciez sami wobec Wszechéwiata jestesmy pylkiem
pytku, a na osi czasu jego istnienia nasze zycie to niemal punkt — chwila. Mimo
tej niktej skali ludzie sg wstanie poznawac tajemnice Wszechswiata. Ponadto nu-
mery powtok 10, 11, 12 sa juz wyzsze niz najwyzsze numery powtok obsadza-
nych w calym uktadzie pierwiastkéw Mendelejewa (gdzie najwigksza warto$¢ to
n=7)"". Okazuje sie, ze liczebnosci partycji dla liczb 10, 11, 12 wynosza odpo-
wiednio 42, 56 i 77. Niby nie duzo, ale wszystkie je trzeba wpisa¢ do arkusza
kalkulacyjnego, gdzie rozpoczyna si¢ dopiero wlasciwy rachunek. Oto wszystkie
42 partycje dla liczby 10 poczawszy od jednoczastkowej poprzez dwuczastkowa,
az po dziesigcioczastkowa (serie rownoliczne oddzielono $rednikami):
10;
14+9=2+8=3+7=4+6=5+5;
1+1+8=1+2+7=143+6=1+4+5=2+2+6=2+3+5=2+4+4=3+3+4;
1+1+1+7=1+1+2+6=1+1+3+5=1+1+4+4=1+2+2+5=1+2+3+4=1+3+3+3=
2+2+42+4=2+2+3+3;
1+1+1+14+6=1+1+1+2+5=1+1+1+3+4=1+1+2+2+4=1+1+2+3+3=1+2+24+2+3=
242+2+2+2;
1+1+1+1+14+5=1+1+1+1+2+4=1+1+1+1+3+3=1+1+14+2+2+3=1+1+2+2+2+2;
1+1+1+1+1+1+4=1+1+1+1+1+2+3=1+1+1+1+2+2+2;
1+1+1+1+1+1+1+3=1+1+1+1+1+1+2+2;
I+1+1+1+1+1+1+142;
I+1+1+1+1+1+1+1+1+1. (83)
Dla kazdej takiej partycji nalezy obliczy¢ w zaleznosci od degeneracji powtok
liczbe wszystkich mozliwosci obsadzen fotonowych. Przyktadowo jezeli na po-
wloce n o degeneracji g, znajduje si¢ &, fotonow to ich liczbe obsadzen liczy si¢
z kombinacji z powtorzeniami:

— +k —1 —1)
Ckl’l — Ckn e — gn — gn n — (g,, +kn 1) (84)
&n &n+hkn k k kn!(gn _1)|

n n

Niech liczba degeneracji oznacza g, ponumerowanych pudelek, a liczba foto-
now k, nierozréznialnych kul. Aby wyjasni¢ wzor na liczbe mozliwosci roz-
mieszczenia wszystkich kul w pudetkach warto zastapi¢ g, pudelek przez g, —1
przegrodek rownowaznych tymze pudetkom. Wowczas wraz z kulkami mamy do
przepermutowania g,+k,—1 elementéw (silnia w liczniku). Kulki sg nierozréz-
nialne, wigc nalezy podzieli¢ wynik przez liczbe ich permutacji. Pudetka sa roz-
roznialne (ponumerowane), ale przegrodki juz nie, wiec rowniez przez liczbe ich

10°W sensie szczegdlnego przypadku wartosci liczbowych szczeécie poniekad dopisze, ale
ogolna teoria bedzie wymagata powazniejszych obliczen numerycznych.
' Pomijajgc stany silnie wzbudzone.
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permutacji nalezy ostatecznie podzieli¢ dotychczasowe wyrazenie uzyskujac
(84). Dla partycji 1+1+2+3+3 przy kwantowaniu obj¢tosciowym nalezy trzykrot-
nie uzy¢ wzoru (84) i zastosowac regute mnozenia:

COHEENENR D

Dla partycji 10-tki nalezy analogicznie postapi¢ tak 42 razy w arkuszu kalku-
lacyjnym i zsumowa¢ uzyskane liczby. Podobne obliczenia zostaty przeprowa-
dzone dla 56 partycji 11-tki oraz 77 partycji 12-tki. Tabela 2 przedstawia uzy-
skane wyniki dla trzech r6znych degeneracji powtok.

Zgodnie z oczekiwaniem funkcja liczby stanow Q(N) powinna'? przypomi-
na¢ funkcje wyktadnicza lub inaczej ciag geometryczny:

QN)~ B¢ (86)

W Tabeli 2 zostat w prosty sposdb wyznaczony iloraz g (podstawa potegi
funkcji wyktadniczej) z oszacowaniem jego odchylenia standardowego na pod-
stawie bledu maksymalnego [33]:

o 14

T3

Tabela 2. Wyniki obliczen funkcji liczby stanow Boltzmanna w zakresie od 10 do 12 kwantow
energii, ze wstepng analiza. Obliczenia wykonat autor artykutu w arkuszu kalkulacyjnym Excel.

87

Degeneracja Liczba Liczba sta- = Odchylenie
pgowlokJ kwantow now QLN +1) stan}(,iar—
4 e Q(N) Q(N) dgwe

9> 49> 1
10 5380 2,020 0,008
2n 11 10870 1,992 - -
12 21652 - - -
10 95278 2,460 2,432 0,016
4n 11 234344 2,405 - -
12 563506 - - -
10 90739 2,710 2,686 0,028
o 11 245868 2,662 - -
12 654478 - - -

12 Czasami si¢ tak zaklada w mechanice statystycznej i czasami tak rzeczywiscie wychodzi.
Ksztatt tej zaleznoSci jest w niniejszej pracy konieczny, aby otrzymac entropi¢ proporcjonalng do
entropii Hawkinga lub Bekensteina. Mimo to zaleznos¢ ta jest dalej poddana rewiz;ji.
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Wyznaczone w tabeli wartosci g sg zgodne z regresjami wyktadniczymi
przedstawionymi na wykresie (Rys. 11).

700000 -

600000 -

500000 -

y = 4,6620.9879
R2=1
400000 +
y = 13,216€08887x
300000 R?=0,9999

200000 -

Liczba wszystkich stanéw Q

100000 -

9 10 1 12 13

Liczba elementarnych kwantéw energii N

Rys. 11. Wykresy regresji wyktadniczej dla funkcji liczby stanéw Boltzmanna
w zakresie N =10, 11, 12 kwantéw energii fotonéw dla trzech degeneracji

W ponizszej tabeli obliczone podstawy poteg zostaly zaokraglone do charak-
terystycznych dla teorii wartosci, a przyblizenia poddano analizie.

Tabela 3. Wyniki oszacowania podstawy potegi dla funkcji liczby stanow Boltzmanna dla matych
argumentow i trzech przypadkow degeneracji oraz dorazna analiza doktadnosci

Degeneracja Podstawa potegi Blad wzgledny Wsp. zmiennosci
n q dla N=10, 11, 12 |Aql/q a,/q
2n 2,006+0,008~2 0,3% 0,4%
4n 2,4324+0,016=¢%° 0,02% 0,7%
2n? 2,686+0,028=e 1,2% 1,0%

Zatem wedhug tych uproszczonych rachunkow z doktadnoscia 1% w kwanto-
waniu powierzchniowym bez polaryzacji radialnej podstawa potegi wynosi 2, zas
w kwantowaniu obj¢tosciowym jest ona rowna okoto e. Wartosci te sg korzystne
dla wyprowadzenia, ale zostaty obliczone dla matych N réwnych 10, 111 12.

Obliczenia dla wickszych wartosci N wykonal w programie jezyka Python
moj szkolny kolega informatyk Marcin Kycia. Najpierw zostaty sprawdzone ob-
liczenia wczesniej wykonane w Excelu. Po uzgodnieniu tych wynikow obliczenia
kontynuowano dla kolejnych liczb, az do N = 62. Najwigksza policzona liczba
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stanow osiagneta rzad wielkoéci 4-10% (czterdziesci tryliardow)', a obliczane
byly wszystkie cyfry tych duzych liczb (patrz Tabela 6, Appendix 1). Analiza
obliczen byta zaskakujaca. Okazato si¢, ze dopasowywana wedtug (86) podstawa
potegi zamiast si¢ ustala¢ to jakby malata wraz ze wzrostem N. Oczywiscie ozna-
czalo to ztamanie $cistego trendu wyktadniczego. Logarytm liczby stanow, czyli
w zasadzie entropia z doktadnos$cig do statej Boltzmanna, pozwolil na znalezienie
nowej zaleznosci wyktadniczo-potegowe;:

InQ(N)=C- N’ (88)

Zaleznos¢ ta jest ogodlniejsza od (86), gdyz dla potegi y =1 praktycznie spro-
wadza sie do niej (C = In g, B=1)"*. Wykresy na Rys. 12 pokazuja, ze jednak
y < 1. Pelne wyniki dopasowania parametrow (88) podano w Tabeli 4.

60 -

y =1,7401x0.825
R?=0,9998

50
40

30 -

y = 2.0845xi1‘7474
20 17 R2=0,9998

Logarytm liczby wszystkich stanéw In Q

0 10 20 30 40 50 60 70

Liczba elementarnych kwantéw energii N

Rys. 12. Wykresy regresji potegowych dla logarytmu funkcji liczby stanéw Boltzmanna
w zakresie N =10, 11, ..., 62 kwantéw energii fotonéw dla trzech degeneracji

Tabela 4. Parametry dopasowania regresji potggowych dla logarytmu funkcji liczby stanéw Bolt-

zmanna w zakresie N =10, 11, ... , 62 kwantéw energii fotonéw dla trzech degeneracji
Degeneracja Wykladnik potegi Stata
&n 14 C
2n 0,767+0,002~3/4 1,50+0,01=3/2
4n 0,747+0,001=3/4 2,08+0,01=2
2n? 0,825+0,002~33/40 1,74+0,01=7/4

Sa zatem co najmniej dwie drogi prowadzenia dalszych obliczen entropii,
ktore poprzedzimy analizg pojecia temperatury.

13 Czyli tylko o jedno zero mniej od jednego mola, czy tez wartosci stalej Avogadro.
14 Stata B jest dalej pomijana w opisie wedlug (86), wiec nie byto potrzeby wprowadzania jej
w wersji addytywnej w (88).
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Definiowanie temperatury czarnej dziury

Glowna czgs¢ metodyki liczenia entropii zostala juz przedstawiona. Mozna zajaé
si¢ teraz sposobem wyliczania temperatury z entropii. Juz w czesci [ artykutu
zostata pokazana pewnego rodzaju wzglgdno$¢ temperatury czarnej dziury i to
nawet w dwoch aspektach. Aspekt pierwszy jest bardziej oczywisty i dotyczy
polozenia obserwatora odbierajagcego promieniowanie Hawkinga. Drugi aspekt
jest juz powazniejszy i dotyczy kontrowersji wyboru pomi¢dzy roézniczka zu-
pelna i czastkowa w podstawowej formule definiujacej temperaturg. W czesci 11
artykutu oba aspekty arbitralno$ci temperatury sa poglebione i uscislone.

Z termodynamiki fenomenologicznej i definicji Clausiusa entropii (57) wy-
nika formuta na temperature:

g SE+pdV l:(a_sj (89)
T T aE V=const

Pochodna czastkowa po energii £ jest tu liczona przy zachowaniu statej obje-
tosci uktadu. W przypadku czarnej dziury w zasadzie oznaczatoby to praktycznie
ustalenie statej wartosci promienia Schwarzschilda. W idealizowanym rozwigza-
niu Schwarzschilda promien ten zalezy od masy, a wigc i od energii. W takim
idealizowanym sztywnym ukladzie nie ma zatem mozliwosci wykonania po-
chodnej po energii przy staltym Rs. Wobec tego Hawking musiat w tym sensie
uzy¢ implicite pochodnej zupelnej w definicji temperatury (patrz wzor (27)

w czescei 1):
1 dS s’
—_—=— & Tﬂz(—j (90)
T, dE dE
W formutach Hawkinga oczywiscie nadal wystgpowaty pochodne czastkowe,
ale nie ze wzgledu na stalo$¢ Rs czy V, lecz moment pedu calej czarnej dziury
i fadunek elektryczny, ktorych tutaj nie rozwazamy.

Zastosowanie statystycznej definicji Boltzmanna entropii (58) dla (89) pro-
wadzi do statystycznej definicji temperatury:

1 | dnQ o1)
k,T OE
vV
Jezeli teraz wrocimy do fotosery i standw fotonowych na niej, to okaze sie, ze

ich energia nie wplywa bezposrednio na promien Rs. W tym sensie mozna teraz
Scisle traktowac pochodna czastkowg w formutach (89), (91) oraz (37) z czgsci I:

1 (as
e —(G—EL 92)
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W niniejszej pracy wszelakie modyfikacje przyjeto oznacza¢ za pomoca
gwiazdki (). Nie zalezy jednak myli¢ gwiazdkowania temperatury z gwiazdko-
waniem entropii, gdyz majg one zupehie inne znaczenie'®. Zaleznoéé entropii od
powierzchni horyzontu i w konsekwencji od kwadratu masy sprawia, ze tempe-
ratura T” jest dwa razy wigksza od temperatury Th:

T" =2T, (93)

Przy okreslaniu T jest tutaj przyjete uproszczone zatozone, ze E = Mc?, czyli
ze E jest energig calej czarnej dziury'®. Natomiast przy liczeniu 7" nie ma po-
trzeby tego zaktadaé, gdyz E znika w wyniku rézniczkowania. Ponadto relacja
(93) zachodzi dla entropii w wersji (86) 1 w wersji (88). Rozstrzygniecie popraw-
nosci 7° wzgledem Ty lub odwrotnie nie jest weale oczywiste wobec proporcjo-
nalnos$ci wielkosci M, E,R;. Aby unikna¢ watpliwosci podano w dalszej czgsci
obie wersje obliczen dla temperatur 7° i Tu. Jednakze gdyby zastosowaé po-
chodng zupelng dla entropii gazu fotonowego Plancka (41) z czgéci I, to w ten
sposob otrzymana temperatura stanowitaby 3/4 temperatury rzeczywistej uzyski-
wanej z pochodnej czastkowej. Natomiast oczywiscie powtorzenie tych obliczen
dla promieniowania Hawkinga (40) z cze¢sci I prowadzi do relacji (93). Gdyby
nie analogia do C, i Cy zaczerpni¢ta z termodynamiki podobne dylematy z po-
chodng czastkowa bytyby trudne do uchwycenia [34, 35].

Okazuje sie, ze drugi aspekt wzglednosci temperatury lokalnej fotosfery i ob-
serwowalnej z daleka rowniez mozna opisa¢ odpowiednig pochodng po energii.
Tutaj réznica wynika nie ze sposobu rozniczkowania, ale polega na wyborze in-
nych rodzajow energii. Przyktadowo, jesli relacje (92) odnosimy do fotosfery i jej
energii kinetycznej, to dostajemy temperature lokalna fotosfery 7°=T"3,, uzywa-
jac oznaczen z pierwszej czesci artykulu. Natomiast jesli rowniez na fotosferze
uzyjemy relacji (92), ale dla energii catkowitej (79) to otrzymamy temperaturg
obserwowalng przez dalekiego obserwatora:

l*z o5 Z\g(a_sj = T;:h (94)
T, |@E, ), OF )y, 3

Uzyskany wynik jest innym sposobem uzyskania tezy (20) Obserwacji 1
z czesci | artykutu.

©

Obliczenia w przypadku kwantowania objetosciowego

Kwantowanie obj¢tosciowe dotyczy opisu wedtug GN, gdyz w OTW nie istnieja
niekotowe orbity stacjonarne fotonow. Poniewaz jednak objgtos¢ obszaru nad ho-
ryzontem w zakrzywionej przestrzeni OTW ulega znacznemu powigkszeniu

15'W pracy nie jest stosowana podwojna gwiazdka dla oznaczenia przelicznika entropii i mo-
dyfikacji temperatury.
16 Ta problematyka zostanie podjeta w rozdziale 6.
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wzgledem GN, to trzeba wykorzysta¢ Fakt 2 z czg¢éci I w formie przelicznika
objetosci. Konieczno$¢ uzycia przelicznika objetosci wynika nie tylko z objeto-
sciowej metody kwantowania, ale rowniez ze specyfiki fotonowego gazu promie-
niowania cieplnego. W takim gazie fotonowym promieniowania Plancka entropia
Sp jest wprost proporcjonalna do objetosci, zgodnie ze wzorem (41) podanym
w czgsci 1. Analogiczna relacja (40) zostala tez podana dla promieniowania Haw-
kinga:

4kt 375/(2 2
b= 5h3B3T3V , Sy = rys —E_ TV = SV (95)

Ciekawostka jest, ze rOwnania te sg zgodne pod wzgledem objetosci, ale istot-
nie rozne ze wzgledu na zalezno$¢ od temperatury'’. Teraz na mocy Faktu 2
z cze$ci I mozna okresli¢ geometryczny przelicznik entropii dla metody kwanto-
wania objetosciowego:

V'z2nV = S ~2nS (96)

Obliczmy jednak najpierw entropie bez przelicznika. Do konca tego rozdziatu
obliczenia beda wykonywane dla wariantu entropii (86) policzonego dla matych
N, za$§ wariant (88) zostanie rozpatrzony w rozdziale nastepnym. Znajac funkcje
liczby stanow, mozna wyrazi¢ entropi¢ w funkcji liczby kwantow energii, a wiec
Za pomocg samej energii:

o e = SszNszﬁ*zk—B2rE=];Z—BRSE 97)

. ke c

Ql

Gwiazdka oznacza tutaj konsekwentny rachunek nierelatywistyczny oparty na
(62). Ponadto pominigto stata addytywna zupelnie nieistotng dla duzych M.
Mozna teraz zastosowac objetosciowy przelicznik 21 ze wzoru (96):
2k,

hc

S*~2nS =

RE (98)

Jezeli teraz energi¢ kinetyczng E egzosfery uog6lnimy do energii calej czarnej
dziury, to otrzymamy entropi¢ Hawkinga:
21k dnk,G .

thRSMc2 P —B-M’=S, (99)

S*
~
~

Entropia Hawkinga zostala tutaj wyrazona za pomocg masy czarnej dziury.
Na podstawie wyrazen (5) lub (24) na powierzchni¢ mozna tatwo przeksztatci¢
(99) do oryginalnej postaci (0), (31) z poprzedniej czesci:

17 K onsekwentne utrzymanie wzoru na entropie gazu fotonowego promieniowania Plancka pro-
wadzitoby do relacji: S oc M 3/2 , Tocl/M 2 Mozna by zatem uznawac, ze grawitacja zmienia

te relacje na zaleznosci Bekensteina-Hawkinga: S oc M2, Toc1/M.



FotoN 141, Lato 2018 21

3
nk,c
ST e B

k.c’
. 2 f B
hG ks 4hG

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze podejscie alternatywne (36) do termody-
namiki z pierwszej czgsci jest rowniez zgodne z (100). Zatem z doktadnoscig do
zastosowanych przyblizen (Hawking tez stosowat przyblizenia) udato si¢ wypro-
wadzi¢ wzor na entropi¢ Hawkinga czarnej dziury — ten sam, ktory pierwotnie
miat by¢ umieszczony na jego grobie. Natomiast wzor (97) na entropi¢ S bez
korekty objetosciowej rozni si¢ jedynie zamiang % na A.

Mozna teraz obliczy¢ temperature czarnej dziury jako pochodna (92) entropii
(98) po energii. Pochodna czastkowa wyglada groznie, ale w tym przypadku
sprowadza si¢ do zwyklego wspodtczynnika proporcjonalnosci:

A=, (100)

(101)

1 08" _ 2mky R - 2nky 2GM
T oE ), he ke c?
Zatem lokalna temperatura termodynamiczna fotosfery (7'=T"3,) ma warto$¢:

S
4nGk, M

2T, (102)

Tak obliczona temperatura jest dwa razy wigksza od temperatury Haw-
kinga Tu. Warto jednak podkresli¢, ze czynnik 2 nie wynika tutaj z przeliczni-
kéw, ale z omawianej juz réznicy miedzy pochodng czastkowa i zupeina.
Sprawdzmy to bezposrednim rachunkiem:

1 ds* d (4nkBG'M2)=4nkBG' 2

2M =
fic he? T

T, dE  d(Mc)

(103)

Nalezy tutaj jednak zastrzec, ze obliczenie (103) utozsamia energi¢ £ z ener-
gig catkowitg Mc? czarnej dziury, za$ w rachunku (101) energia E oznaczata kon-
sekwentnie energi¢ kinetyczna fotonow. Mozna zatem stwierdzi¢, ze obliczenie
temperatury 7° w przyjetej metodyce jest bardziej konsekwentne, anizeli oblicze-
nie samej entropii S°, czy podobnie temperatury Ty. W kazdym razie, jak widzie-
lismy na fotografii w czesci pierwszej, na grobie Hawkinga zostat umieszczony
wzdr (1) na temperature 7y zgodng z (103).

Niestety to jeszcze nie koniec obliczen temperatury, bowiem pozostata do ob-
liczenia najbardziej miarodajna temperatura 7., postrzegana przez odleglych ob-
serwatoréw. Zgodnie z (94) lub (20) z czgsci I wynosi ona:

* -1 *
T = s =T—=iTHz1,15TH (104)
OE. ), 3 3
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Temperatura podana przez Bekensteina byta 27t/In 2=9 razy wicksza od T,
wigc wobec czynnika 2 w (93) czynnik 1,15 w (104) mozna poczytywac za do-
stateczne odtworzenie temperatury Hawkinga dla dalekiego obserwatora.

Obliczenia w przypadku kwantowania powierzchniowego

Kwantyzacja powierzchniowa wydaje si¢ bardziej naturalna od objetosciowe;j
z dwoch powodow. Po pierwsze docelowa entropia zalezy od powierzchni hory-
zontu. Po drugie w OTW istnieje tylko sfera fotonowa, a nie istnieje kula, ani
powtoka sferyczna egzosfery. Wobec tego taka kwantyzacja powinna dziatac bez
dodatkowych przelicznikéw bezposrednio na sferze fotonowe;j. Niestety, podej-
scie takie w pierwszym przyblizeniu prowadzi do zanizonego wyniku. Zatem
kwantyzacja powierzchniowa zostanie opisana w ujeciu GN, a wyniki przeli-
czone na podstawie stosunku powierzchni fotosfer w ujeciu OTW i GN (Fakt 3
z czg$ci ). Obliczenia uwzgledniaja jedynie polaryzacje fotonéw styczng do
sfery, gdyz fotony o polaryzacji normalnej wypadaja jakby z orbity i ich uwzgled-
nienie zawyza wynik entropii.

Znajomos$¢ podstawy potegi dla funkcji liczby standow umozliwia rachunki
analogiczne do (97):

Qx2" =  Sxk,n2" (105)
Uwzglednienie kolejnych relacji prowadzi do postaci surowej entropii:

SszNIHZZkBi*lnzszlnz kyIn2
E, hc

2rk =

RE (106)

Taka surowa entropi¢ odniesiong do matej fotosfery w GN nalezy jeszcze
przemnozy¢ przez przelicznik powierzchniowy:
A=94~"T4 = s=lg (107)
In2 In2
Wspolezynnik korekeji bazuje na Fakcie 3 z czg$ci I oraz na fakcie zalezno$ci
entropii czarnych dziur od powierzchni horyzontu proporcjonalnej do po-
wierzchni fotosfery. Po zastosowaniu tego przelicznika dostajemy juz koncowa
warto$¢ entropii:

RE=..=S§, (108)

Zgodnos$¢ otrzymanego wyniku z entropig Sy oraz entropig uzyskang przy
kwantowaniu objetosciowym oznacza dojscie do tych samych temperatur 7% lub
T°=2Ty oraz T .. Identyczne rachunki nie bede juz powtarzane, a w zamian
wszystkie wyniki sg przedstawione w syntetycznej tabeli 5.
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Tabela 5. Zestawienie wynikow obliczen entropii i temperatury statystycznej stanow fotonowych
czarnej dziury w metodzie kwantowania objgtosciowego i powierzchniowego dla matych energii

Rodzaj kwantyzacji orbit fotonowych

Charakterystyka Objetosciowa Powierzchniowa
Wyjsciowa grawitacja GN OTW GN
Degeneracja g, 2n? 2n 2n
1 In8 In2
Surowa entropia S —S§ —3S5 —3S
P 2n " 4 " 2n "
Przelicznik geometrii . _2n
GN — OTW V:=2nV brak A =94~ ln2A
. 1
Entropia S ~ Sy ~ ESH =Sy

Temperatura Hawkinga

T; = (ds* / dE)’ ~Ty ~ 6T, ~Ty
Temperatura termodynam.
T, (GS /6E) ~ 2T, =~ 12T, ~ 2T,
Temperatura obserwowalna
_7;2/\/7 ~ 1,157, = 6,97, ~ 1,157,

Na podstawie tabeli mozna powiedzie¢, ze cel elementarnego wyprowadzenia
entropii i temperatury Hawkinga zostat osiaggniety z wynikiem ,,dwa do jednego”
w metodach. Niestety jedna metoda (kwantowania powierzchniowego w OTW)
ktoéra Wydawalaby si¢ najatrakcyjniejsza, z niejasnych przyczyn nie zadziatata'®
Najwyrazniej w OTW nalezy uwzglqdmac w obliczeniach entropii nie tylko stany
stacjonarne. Posrednio takie obliczenie bylo wykonane w kwantyzacji objeto-
sciowej w ujeciu GN i z przeliczeniem do OTW. Niepowodzenie jednej z metod
moze by¢ powetowane Stwierdzeniem 1 z czesci I, ktore umozliwia najprostsze
wyprowadzenie temperatury termodynarnicznej Woweczas bilans metod popra-
wia si¢ na stan , trzy do jednego”, nie uwzglqdnlajqcy Wyprowadzen heurystycz-
nych z pierwszej czgéci. W tym miejscu nalezy rowniez odnotowac, ze prawdo-
podobnie zostala uscislona temperatura termodynamiczna czarnej dzmry, ktora
jest 2 razy wieksza od formalnej temperatury wedlug Hawkinga (w zasadzie cho-
dzi tutaj o relacje migdzy temperaturg i entropig). Natomiast ostateczna obserwo-
walna temperatura fotosfery wyszta o 15% wigksza od temperatury Hawkinga.
Nalezy jednak zastrzec, ze przedstawione w tym rozdziale obliczenia oparte byly
na przyblizeniu (86) zastosowanego dla matych N. Doktadniejsze wyniki sg omo-
wione w nastgpnym rozdziale.

18 Laplasjan na fotosferze homeomorficznej z dwuwymiarowsg sferg powinien mie¢ taka samg
postaé, jak w zagadnieniu wlasnym harmonik sferycznych — nie bylo to jednak sprawdzane expli-
cite.
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5. Planckowska alternatywa dla promieniowania Hawkinga

Twierdzi si¢, ze promieniowanie Hawkinga ma doktadnie wlasciwos$ci promie-
niowania Plancka [2]. To jest rzeczywiscie prawda pod wieloma wzgledami, co
byto pokazane w rozdziale 2 czesci L. Sci$le mowiac te podobiefistwa zostaty tam
ujete w ramach niewielkiej modyfikacji autorskiej termodynamiki czarnych
dziur. Istniejg jednak istotne réznice pomigdzy promieniowaniem Plancka i pro-
mieniowaniem Hawkinga. Pojawiajg si¢ one na poziomie entropii, na ktorej prze-
ciez opiera si¢ promieniowanie Hawkinga. Oczywiscie, promieniowanie Plancka
lub inaczej gaz fotonowy czy tez ultrarelatywistyczny gaz Bosego posiada row-
niez entropi¢ [36, 18]. Taka entropia nazywana jest w niniejszej pracy entropig
Plancka Sp, ktora jest dana wzorem (95) Iub tez kilkoma rownowaznymi formu-
tami (41) z czesci I. W przypisie (') do wzoru (95) oméwione s jego konse-
kwencje dla promieniowania czarnej dziury, gdyby potraktowac ten wzor powaz-
nie. W srodku akapitu po wzorze (93) omoéwiona jest inna konsekwencja wzoru
(41). Powyzsze fakty nie wysztyby poza ciekawostki gdyby nie doktadne obli-
czenia statystyczne entropii stanéw fotonowych zgodne z (88).

Zgodnie z wynikami w Tabeli 4 wida¢, ze kwantowanie powierzchniowe nie-
zaleznie od polaryzacji prowadzi to tego samego charakterystycznego trendu po-
tegowego o wyktadniku 3/4. Brak uwzglednienia polaryzacji radialnej lub jej
uwzglednienie wptywa jedynie na stalg proporcjonalnos$ci:

S=k,nQ~3/2-k,N"* v Sx2U,N (109)
W opisie GN uwzgledniajacym (62) analogicznie do (97) dostajemy:
s26(BE)0 v s (B0
Za$ w opisie OTW mieliby$my analogicznie:
s26(BE) v sem[BE)

Wszystkie rozwazane przypadki entropii surowej r6znig si¢ wspotczynnikiem
bezwymiarowym, co dotyczy¢ tez bedzie ewentualnej entropii z przelicznikiem.
Zatem warto zunifikowac zapis:

3/4
: RSEJ (112)

S ~a'k, (
2hc

gdzie wystepuje bezwymiarowa stata liczbowa a'. Zaktadajac w uproszczeniu,
ze E = Mc? otrzymujemy alternatywna entropi¢ czarnej dziury:
3/4 3/2
* * G * M *
S ra kB(—j M =d' ky—— =S5, (113)

3/2
he o

gdzie uzyto symbolu statej masy Plancka m, =/fic/ G =2,176-10 kg .
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Entropia S'p czarnej dziury w postaci (113) jest formalnie zgodna z entropia Sp
dang wzorami (41), (95) nazywang tutaj entropia Plancka. Nie nalezy sadzic,
ze entropia Plancka jest stala, gdyz w przeciwienstwie do innych wielkosci (np.
dlugosci i masy Plancka) w uktadzie jednostek naturalnych nie wprowadzono ta-
kiej statej dla entropii.

Mozna teraz obliczy¢ alternatywna temperature czarnej dziury (92) z (112):

2 3/4
o (Bt o
3k, \G) M 3a" T\ M

gdzie uzyto statej temperatury Plancka T, =m,c’ / k, =1,417-107K, a jedno-
czeénie zdefiniowano planckowska temperature 7'p czarnej dziury. Oczywiscie
temperatura dla dalekiego obserwatora bedzie nieco mniejsza:

. 4 m
T, ~———T, | 115
P 3\/56[ P M ( )

Niezaleznie od wartosci statej o, wprowadzona w tym rozdziale entropia oraz
temperatura rézni si¢ od wielkosci Hawkinga stopniem potegi zalezno$ci od
masy. W pierwszej czesci pokazano, ze entropia zalezna od pola horyzontu, czyli
od kwadratu masy, dobrze pasowata do drugiej zasady termodynamiki. Okazuje
sig, ze zalezno$¢ S, o« M*”* rdéwniez daje podobne mozliwosci wobec:

(M, +M,)"* =M} + M3 (116)

co dla niezerowych mas jest zawsze niero6wnoscig silng. Dowdd nieréwnosci jest
¢wiczeniem na poziomie matury z matematyki. Na tym nie koniec analogii, gdyz
mozna tutaj wprowadzi¢ na podstawie (112) formute rézniczkowa typu (36). Jed-
nak zamiast tego zostanie podjeta proba ustalenia statej o”. Relacje (110), (111)
dodatkowo wobec komplikujgcych si¢ przelicznikow entropii przy nowych za-
lezno$ciach sg niejednoznaczne. Zatem do unormowania statej zostanie uzyta
pierwsza z relacji (95), w ktorej objetos¢ zostanie zinterpretowana jako objetosé
powloki sferycznej zawarte] migdzy sferg fotonowa i horyzontem. Zgodnie
z Faktem 2 z czgsci | objetos¢ taka jest okoto 2m razy wieksza od euklidesowo
rozumianej objetosci horyzontu. Prowadzi to do nastepujacej wartosci statej:

o =i 3 0,546 8% < 457 (117)
45 3 3

Szczesliwie niemal identyczna warto$¢ wynika z drugiego wzoru w (111):
o =2-34*~456 (118)

Zatem metoda kwantowania powierzchniowego fotosfery w opisie OTW (bez
przelicznikow z GN), ktoéra nie sprawdzita si¢ w poprzednim rozdziale, teraz wy-
daje si¢ by¢ najwlasciwsza i najdoktadniejsza (Tabela 4). Metoda ta tym razem
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uwzgledniata obie polaryzacje. Taki stan rzeczy jest blizszy idei Boltzmanna
uwzgledniania wszystkich mozliwych standéw, ktore wezesniej byly nieco speku-
latywnie zawezone celem uzyskania doraznej zgodnosci z entropig Hawkinga'’.

Okres$lmy teraz moc catkowita promieniowania czarnej dziury. Zgodnie z pra-
wem Stefana-Boltzmanna zalezy ona od czwartej potggi temperatury i pola pro-
mieniujgcej powierzchni. Pole powierzchni horyzontu oraz sfery fotonowej jest
proporcjonalne do kwadratu masy czarnej dziury. Zatem moc dla oryginalnej
temperatury Hawkinga jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu masy

Py ocl/M % Taka moc dla znanych czarnych dziur [37] bytaby praktycznie ze-

rowa. Zgota inaczej wyglada sytuacja dla alternatywnej temperatury (114). Moc
odniesiona do powierzchni fotosfery, a nast¢pnie przeliczona dla odlegltego ob-
serwatora wedtug (53”) (Appendix 2) prowadzi do wartosci:

3

4 5
P 2] € 20,0453P, =1,64-10"W (119
5B3a ) G

gdzie pojawita si¢ moc Plancka B, =¢’ / G =3,6283-10” W. Zatem alternatywna

moc czarnej dziury jest stala i jest jedynie o rzad wielkos$ci mniejsza od mocy
Plancka. Moc Plancka jest ogromna i jest wigksza od szacowanej mocy obserwo-
walnego Wszechswiata?. Najmocniejszym znanym obiektem we Wszech$wiecie
jest odkryty w tym roku kwazar SMSS J215728.21-360215.1 o mocy szacowane;j
maksymalnie na 2,66-10*" W [38]. Autorzy odkrycia twierdza, ze jadrem kwa-
zaru jest supermasywna czarna dziura o masie rzedu 2-10'° mas Stonica. Dhugo-
trwata moc kwazar6w przewyzsza nawet najmocniejszg znang Supernowag
ASASSN-151lh o0 mocy 2,2-10** W [39]. Jedyng mocg zblizajaca si¢ do mocy
Plancka jest obecnie chwilowa moc piku pierwszej detekcji fali grawitacyjne;j
szacowana na 3,6-10%* W [40]. Szybki postep odkry¢ astrofizycznych widoczny
juz nawet w skali dwoch lat [37, 38, 40] pozwala przypuszczac, ze kiedy$ zjawi-
ska o mocy Plancka beda dostepne dla badan obserwacyjnych.

Planckowskiej alternatywy promieniowania Hawkinga nie nalezy myli¢ z idea
tzw. gwiazdy Plancka, ktora miataby si¢ znajdowac pod horyzontem czarnej
dziury [41]. Gwiazda Plancka bazuje na pojeciu gestosci Plancka, zas promienio-
wanie planckowskie gazu fotonowego fotosfery prowadzi nominalnie do mocy
Plancka. Ta nominalna warto§¢ mocy moze by¢ jednak mniejsza (pordwnaj
z [42]), w zalezno$ci od energii zawartej w fotosferze, wystepujacej np. w (112).
Z racji ograniczen objetosciowych pracy zagadnienie to jest tylko czeSciowo roz-
wijane w kolejnym rozdziale.

19 Ten wybor narzucony w opisie GN zostal wowczas przeniesiony na opis OTW.

20 W tym miejscu dziekuje dr. hab. Pawlowi Pietrukowiczowi za konsultacje na ten temat z prof.
dr. hab. Tomaszem Bulikiem oraz dr. hab. Szymonem Koztowskim z Obserwatorium Astronomicz-
nego Uniwersytetu Warszawskiego.
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6. Czarna dziura z ciezka fotosfera.

Zauwazmy, ze przedstawiane w poprzednich rozdziatach wyprowadzenia bazo-
waly na orbitach fotonowych. Zatem promieniowanie czarnej dziury zostato wy-
prowadzone z fotosfery (lub egzosfery) w roli rezerwuaru fotonéw — takiego sa-
mego jak wneka rezonansowa dla promieniowania ciala doskonale czarnego.
W tym sensie mozna uzna¢, ze ta metoda byta ukierunkowana na wyliczenie tem-
peratury, gdyz wystepujaca w entropii energia byta energia jedynie fotondw,
a nie catej czarnej dziury. Oczywiscie przy wyliczaniu entropii dla uproszczenia
zostata wstawiona w miejsce energii cata masa-energia czarnej dziury, co prowa-
dzito do entropii czarnej dziury. Teraz nalezy si¢ zastanowi¢ jaka energi¢ foto-
sfery przewiduje termodynamika, aby czarna dziura znajdowala si¢ w pewnego
rodzaju stanie ustalonym. Jezeli fotosfera bedzie miata duzg energie, to wyjasnie-
nie jej promieniowania jest proste i nie wymaga uciekania si¢ do innych pojec
jak fotony odrywajace si¢ z rezerwuaru fotosfery. Jezeli z czarnej dziury bedzie
wyplywaé wigcej energii-masy niz do niej wpadac, to catkowita masa takiej czar-
nej dziury bedzie malata. Pojawia si¢ pytanie czy zmniejszanie energii-masy do-
tyczy tylko fotosfery, czy rowniez masy zawartej pod horyzontem. Dla zachowa-
nia stanu ustalonego (pewnej rownowagi miedzy fotosfera i horyzontem) dobrze
by bylo, aby energia wyptywata z obu miejsc jej gromadzenia. O ile fatwo jest
zrozumie¢ odplyw energii z fotosfery, to juz znacznie trudniej jest wyjasni¢ moz-
liwo$¢ jej wypromieniowania spod horyzontu. Hawking wyjasnit to zaréwno ra-
chunkowo, jak i obrazowo za pomoca czastek o ujemnej energii. Nad horyzontem
mogtaby nastepowaé kreacja czastki i antyczastki o dodatniej i ujemnej energii®'.
Jesli czastce o dodatniej energii uda si¢ oddali¢ od horyzontu, a ta o ujemne;j
energii wpadnie pod horyzont, to czastkom nie uda si¢ z powrotem anihilowac.
W ten sposob energia-masa pod horyzontem zmniejszy si¢ w wyniku dodania
ujemnej energii-masy antyczastki. W formalizmie kwantowej teorii pola wyste-
puja stany o ujemnych energiach (czestotliwosciach), cho¢ zwyczajowo sg pomi-
jane lub reinterpretowane. Zatem rozumowanie oparte na czastkach o ujemne;j
energii-masie jest wcigz dalekie od intuicji. Istnieja wobec tego interpretacje,
ze promieniowanie Hawkinga jest procesem globalnym i nie zwigzanym jedynie
z obszarem przy horyzoncie. W takim ujeciu wyptyw energii z zasady zachowa-
nia energii musi prowadzi¢ do zmniejszenia si¢ masy czarnej dziury, ale nie wni-
kamy w naturg tego procesu. Wtasnie tg droga podazymy w tym rozdziale.

HIPOTEZA-POSTULAT 1. (O wiriale dla fotosfery czarnej dziury)

W stanie rownowagi termodynamicznej fotosfery z horyzontem czarnej dziury
catkowita energia-masa fotosfery jest rowna masie zawartej w horyzoncie, czyli
stanowi polowe catkowitej masy czarnej dziury.

2l Antyczgstka w fizycznym rozumieniu nie ma zwigzku z ujemng energia, a jedynie odgrywa
tutaj taka role.
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Dowdd — czgs$ciowy. Czarna dziura nie znajduje si¢ w rownowadze termody-
namicznej z otoczeniem, ale mozna zalozy¢, ze jej cz¢$ci moga by¢ w takiej row-
nowadze. W istocie chodzi o stan maksymalizujacy entropi¢. Zastosowanie defi-
nicji statystycznej w rozdziale 4 dla kwantyzacji orbit fotonowych doprowadzito
do formuty, ktéra mozna zapisac nastgpujaco:

. 2mk, 4nGk M, = 4nGk\f

NS (B —E)E, (120)

gdzie: E — energia kinetyczna fotosfery, My — masa horyzontu 1 jego wnetrza,
E. — energia catkowita fotosfery, E; — energia catkowita czarnej dziury. Entropia
jest wiec funkcja kwadratowg w energii E.. Maksimum tej funkcji znajduje si¢
w wierzchotku paraboli dla E.= E/2, co stanowi teze dla tego przypadku.
W przypadku planckowskiej entropii (112) czarnej dziury sytuacja wyglada po-
dobnie:

S;=akB[(;\/_J [(E -E)ET" (121)
C

Funkcja ta przyjmuje maksimum w tym samym punkcie co (120), niezaleznie
od potegi y =3/4. Do pelni dowodu brakuje analizy, czy takie rozwigzanie nie jest
sprzeczne z OTW.

Mozna powiedzie¢, ze powyzsza hipoteza jest pewng wersja idei $§ciany ognia
(firewall) wokot czarnej dziury o jakiej swojego czasu bylo gltosno [43]. Glowna
roznica polega jednak na tym, ze standardowy firewall rozpatruje si¢ na horyzon-
cie lub bezposrednio nad nim, a nie na nieco oddalonej fotosferze.

Z zasady przyjmuje si¢, ze stan o najwyzszej entropii wystepuje wtedy gdy
czarna dziura wciagnie wszystkie ciala w uktadzie. Jednakze sytuacja taka nie
moze by¢ jedynym maksimum entropii, skoro jest mozliwy opisany przez Haw-
kinga proces parowania czarnych dziur. W rzeczywisto$ci Hipoteza-Postulat 1
maksymalizuje entropi¢ nie calej czarnej dziury, ale entropie fotosfery sposrod
wszystkich czarnych dziur o ustalonej masie. Jesli hipoteza ta jest prawdziwa, to
oznacza, ze czarna dziura z ci¢zkg fotosfera ma entropi¢ stanowiacg ¢wier¢ lub
potowe entropii Hawkinga (w zaleznos$ci czy doliczymy dodatkowo entropi¢ sa-
mego horyzontu), ale wicksza dwukrotnie temperaturg. Dla entropii Plancka
czarnej dziury powyzsze czynniki ulegaja pewnemu przeskalowaniu. Jednak pro-
mien horyzontu w obu przypadkach bylby rowny promieniowi Ro=Rs/2 matego
horyzontu z ujgcia GN (Definicja 2) lub rozwigzania Kerra, a fotosfera rowniez
bytaby dwa razy mniejsza niz dla punktowej czarnej dziury i stanowitaby 3/4 pro-
mienia Schwarzschilda. Zatem sytuacja jest zaskakujaca, gdyz uktad ten miatby
mniejszy promien niz wydawalby si¢ najmniejszy mozliwy promien Schwarz-
schilda. Ta obserwacja $wiadczy o atrakcyjnosci Hipotezy-Postulatu 1, a jedno-
czesnie o potrzebie jej sprawdzenia pod katem zgodnosci z rdwnaniami Einsteina
lub przynajmniej z mozliwos$cig zszycia dwoch paraboloidow Flamma.
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Czarne dziury nie sq takie czarne.
Stephen Hawking

W artykule udato si¢ obliczy¢ entropie i temperature czarnej dziury metodq zliczania
skwantowanych stacjonarnych orbit fotonowych. Mozna powiedziec¢, ze w przyblizeniu
niskich energii (matej liczby stanow) udato sie odtworzyc entropie Hawkinga oraz z nieco
mniejszq dokltadnosciq temperature Hawkinga dla dalekiego obserwatora. Natomiast ob-
liczenia dokiadniejsze dla wiekszego zakresu numerycznego stanow byly duzym zaskocze-
niem. Otoz w ich toku uzyskano istotng modyfikacje potegowq entropii i temperatury
czarnych dziur. Okazalo sig, Ze ta modyfikacja jest catkowicie zgodna z promieniowaniem
Plancka ciala doskonale czarnego na poziomie entropii gazu fotonowego Plancka tegoz
promieniowania. Brak modyfikacji entropii Plancka na rzecz entropii Bekensteina lub
Hawkinga przy silnej grawitacji czarnej dziury mozna tatwo interpretowaé jakosciowo.
Mianowicie na kotowych orbitach fotonowych w pewnym sensie znosi si¢ grawitacja na
tej samej zasadzie na jakiej opiera si¢ stan niewazkoSci na orbicie okoloziemskiej stacji
kosmicznej czy tez w windzie Einsteina. W kontekscie historycznym sytuacja wyglgda
nieco przewrotnie. Pierwotnie Hawking staral sie obalic¢ ide¢ Bekensteina, a ostatecznie
potwierdzil jq z dokladnoscig do czynnikow liczbowych. Natomiast autor dqzyt do po-
twierdzenia wynikow Hawkinga alternatywnymi metodami, a uzyskal potwierdzenie en-
tropii gazu fotonowego Plancka promieniowania ciala doskonale czarnego. Ostatecznie
zastosowano metode kwantowania powierzchniowego fotosfery w ujeciu OTW, a jedynym
przyblizeniem byt wzor (70). Czy to oznacza, ze wyprowadzenie Hawkinga bylo bardziej
Sciste? Nie jest to takie oczywiste, gdyz Hawking tez opieral si¢ na pewnych przyblize-
niach oraz nie wiadomo, czy gdzies implicite nie skorzystat on jednak z zalozenia Beken-
steina o proporcjonalnosci entropii do powierzchni horyzontu. Te wagtpliwosci powinny
by¢ rozstrzygane przez niezaleznych obiektywnych specjalistow. We wstepie niniejszej
czesci artykutu znajdujq sie odnosniki do najwazniejszych oryginalnych wyprowadzen dla
promieniowania Bekensteina-Hawkinga czarnych dziur, ktore mogg utatwié takie badania.

APPENDIX 1. Wyniki numeryczne duzych liczb

Tabela 6. Wyniki obliczen funkcji liczby stanow Boltzmanna w zakresie od 10 do 62 kwantow
energii fotonow dla degeneracji powierzchniowej (bez i z polaryzacja radialng) oraz objetosciowe;.
Obliczenia wykonatl Marcin Kycia za pomoca programu w jgzyku Python, na podstawie zliczania
kombinacji z powtorzeniami dla wszystkich partycji liczby kwantow energii

Liczba stanéw Q
N w zaleznosci od liczby N kwantdw energii i degeneracji poziomoéw
2n 4n 2n’

10 5380 95278 90739
11 10870 234344 245868
12 21652 563506 654478
13 42350 1326796 1711178
14 81778 3066040 4405931
15 155676 6963048 11177842
16 292964 15564661 27983253
17 544846 34282360 69176506
18 1003078 74486376 169030351
19 1828128 159785472 408498868
20 3301952 338703796 977120193
21 5911740 709957616 2314584382
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22 10499385 1472529670 5432579012
23 18502582 3023894672 12640021942
24 32371011 6151408852 29166997373
25 56240816 12402137024 66773987182
26 97073055 24792822174 151724108957
27 166497412 49162962280 342276983034
28 283870383 96737562642 766851882058
29 481212656 188949567388 1706787439216
30 811287037 366461554012 3774825607766
31 1360575284 705943838032 8297944350656
32 2270274785 1351107346116 18134270307153
33 3769835178 2569791229076 39407466085104
34 6230705170 4858444210542 85171228075297
35 10251665550 9132385971272 183115388336682
36 16794445441 17070617357430 391697672761357
37 27397730508 31737796675320 833764598222090
38 44514742142 58701136851968 1766323299761770
39 72042764842 108027262512928 3724734883890874
40 116152738258 197837233477392 7819510980842785
41 186583010774 360609547032892 16344824594403858
42 298653464142 654310755562188 34021367995818213
43 476388974968 1181975039810224 70525428411660354
44 757353545475 2126016467908937 145616701327343369
45 1200106701828 3808139070976092 299498593655290446
46 1895680135981 6793568390070918 613678560791165870
47 2985188798180 12071763260428608 1252829653611737436
48 4686796545874 21368665110726931 2548522151020827625
49 7336891676660 37684447913356288 5166170188800965248
50 11452823655487 66216640300226256 10436858816169314029
51 17828248477842 115939813087824384 21014884876008067748
52 27677721198249 202300520195575839 42176849754873667044
53 42855452309848 351801082618837076 84380789474758942704
54 66185575310118 609773254692156916 168293149074784018626
55 101959655013280 1053523901221282480 334635904188480223308
56 156684600650234 1814502817002082527 663423036067486707477
57 240204638965600 3115582416000703348 1311438801941631332870
58 367381116182908 5333583118816251600 2585065142738215809005
59 560602411374858 9103865658006009960 5081435942416858160940
60 853527043148983 15494843340819224013 9961333997736544377547
61 1296655141719562 26298422925505584408 19475486971631952668782
62 1965606131966531 44512193355709683620 37977098148738364299297

APPENDIX 2. Korekta czynnika transformacji mocy (do czgsci I)

Obserwacja 4’. (O obserwowanej mocy termicznej fotosfery)
Jezeli fotosfera o v = (3/2)Rs ma lokalng temperature T3, i moc jednostronng

Psp, a daleki obserwator postrzega temperature T, ktora jest J3 razy mniejsza,

to jakby wbrew prawu Stefana-Boltzmanna postrzegana moc P bedzie 3 razy
mniejsza (a nie 9 razy mniejsza):

P, =P,,/3~033333-P,, (53")

Dowdd. Tezg najtatwiej jest udowodni¢ w opisie korpuskularnym, gdyz stosowa-
nie funkcji widmowej (radiancji spektralnej) jest bardziej ztozone. Rozwazmy
k fotonow o energii Af3» kazdy wylatujacych z otoczenia pewnego punktu sfery
fotonowej w okresie czasu Az, w tym samym kierunku w strong nieskonczonosci
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(np. radialnie, ale nickoniecznie). Fotony te dochodza w okresie czasu Af. do
pewnego odleglego punktu. Czynnik dylatacji czasu wzgledem fotosfery wyno-

SZacy NE) wydluza okres czasu dochodzenia fotonow, a jednoczesnie zmniejsza
ich czgstotliwos¢. Zatem przyczynek do mocy pochodzacy od tych fotondw wynosi:

_kehfy kR /N3 _kehfy, 1
= = = =~AP,, (53.1)
At,  \3At,  3Ah, 3

Jezeli dla dowolnych fotondéw przyczynek do mocy maleje 3 razy, to obser-
wowalna moc catkowita maleje tez 3 razy, co dowodzi tezie (53”).

Poniewaz okazalto si¢, ze moc promieniowania Hawkinga transformuje sie
z kwadratem odwrotnos$ci czynnika dylatacji czasu (a nie z jej pierwsza potega)
to drobnej korekty wymaga jeden wzor Obserwacji 5. Korekta ta jednak nie
wplywa na wynik tego wzoru:

AP,

0

2
P =lim (ij -P_=lim_ +L=+oo (55”)
" dr
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