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Odglosy z jaskini
Piotr Goldstein

Zakiad Fizyki, Narodowe Centrum Badan Jgdrowych
Warszawa

W tegorocznym Polsko-Ukrainskim Konkursie Fizycznym ,,.Lwiatko” pojawito
si¢ nastepujace zadanie dla klasy III licealnej, za pig¢ punktoéw (a wigc trudne):

21. Cigzarek o masie 100 g, zawieszony na praktycznie niewazkiej nici, porusza si¢ tak,
ze ni¢ odchyla si¢ od pionu maksymalnie o 60°. Ile co najmniej jest roOwna wytrzyma-
1o$¢ nici? Przyjmij warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g = 10 m/s’.

A.05N, B.1N, C.15N, D.2N,

E. Wynik zalezy od tego, czy sa to wahania w jednej ptaszczyznie.

To zadanie jest wpadka autoréw i recenzentow ,,Lwiatka”. I to pomimo, ze za-
réwno zadanie, jak i podana p6zniej odpowiedz E sg poprawne.

Intencja autora bylo sprawdzenie, czy uczestnicy czytaja zadania ze zrozumie-
niem i czy umieja polaczy¢ wiedze o ruchu wahadta z wiedza o ruchu jedno-
stajnym po okregu. Jednym stowem, autor liczyl na to, ze uczestnik (1) zauwa-
zy zawartag w odpowiedzi E sugesti¢, ze ruch nie musi polega¢ na wahaniach
W jednej plaszczyznie; (2) ze potem poréwna naprezenie nici dla wahan
W plaszczyznie pionowej z jej naprezeniem, gdy ciezarek zatacza poziome
okregi. W rezultacie przekona sig, ze te wytrzymalosci sg rézne i wybierze
w zwigzku z tym odpowiedz E. Zadanie bylo pomyslane dla kata 45°. Niestety
autor w ostatniej chwili zdecydowatl zmieni¢ kat na — jak si¢ wydawato — ta-
twiejszy, czyli 60° (jego cosinus nie zawiera pierwiastka). Jak to czesto bywa,
gdy poprawia si¢ co$ w ostatniej chwili, autor przeoczyt bardzo wazny szcze-
got: dla kata 60° (i tylko dla niego!) w obu wymienionych przypadkach napre-
zenia sg jednakowe, rowne 2 N. Tego faktu nie zauwazyl ani autor, ani zaden
z recenzentéw! Zwrocit na to uwage dopiero wieloletni uczestnik ,,Lwiatka”
Marek Mystkowski z Bialegostoku.

Odpowiedz E pozostata poprawna, ale uzyskanie jej stalo si¢ bardzo trudne,
praktycznie niemozliwe w czasie dostegpnym podczas konkursu. Dlatego orga-
nizatorzy postanowili — wyjatkowo — uzna¢ uczestnikom dwie odpowiedzi,
E i D, nie uznajac pozostatych. To pierwsza taka decyzja w dwunastoletniej
historii ,,Lwigtka”, ale tez pierwszy przypadek, gdy zadanie wymaga nadzwy-
czajnej akcji ze strony organizatoréw, mimo ze jest poprawne.
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Rozwigzmy najpierw zadanie dla dowolnego kata, tak jak miato wygladaé
w zamysle autora. Uzyjemy typowych oznaczen — m to masa cigzarka, v — jego
predkos¢ chwilowa, | — dtugos¢ nici, g — przyspieszenie ziemskie, N — sita na-
prezajaca ni¢, zwana dalej w skrocie ,,naprezeniem”.

Gdy ci¢zarek waha si¢ w ptaszczyznie pionowej, to najwicksze naprezenie
jest w najnizszym punkcie, bo wtedy ni¢ musi zréwnowazy¢ calg site cigzenia
i nada¢ cigzarkowi przyspieszenie dosrodkowe (w dodatku przyspieszenie do-
srodkowe jest wtedy najwigksze, bo najwigksza jest predkos¢ cigzarka). I zasa-
da dynamiki ma wtedy postaé

2
N-mg= mvT (1)
(te rownos¢ mozna tez interpretowa¢ w uktadzie poruszajacego si¢ cigzarka
jako warunek rownowagi trzech sit: naprezenia nici, cigzenia i sity od$rodko-
wej).

Predkos¢ w najnizszym polozeniu mozemy znalezé z prawa zachowania
energii. Poniewaz sita naprezajaca ni¢ jest prostopadia do kierunku ruchu cig-
zarka, nie wykonuje ona pracy, wiec cala energia potencjalna, jakg wahadlo ma
przy najwickszym wychyleniu 6,, zmienia si¢ w energi¢ kinetyczng. Stad
(rys. 1)

[cos b,

1} 1(1-cos b))

VP =mg
Rys. 1
2
mgl(l—cos@o)zm%, )
czyli
mUT2=2mg(1—cos¢9o). (©))

Wstawiajac te wartos¢ do wzoru (1), otrzymujemy w przypadku ruchu pta-
skiego
N =mg +2mg(l—cosg,) =mg(3—2cosé,) 4)

Gdy cigzarek zatacza poziome okregi, najlatwiej obliczy¢ napr¢zenie
w uktadzie obracajacym si¢ wraz z nim, z warunku rOwnowagi naprezenia nici
N, sily cigzenia P = mg i sity odérodkowej F,,=mv?/l (rys. 2a). Mozna tez
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zsumowac sity w ukladzie inercjalnym (rys. 2b), zadajac, by wypadkowa Fy,
sit P i N byta skierowana poziomo do $rodka okregu.

Rys. 2
W obu przypadkach mamy cos® :%, skad

mg
N = 5
cos@ ®)
przy czym przez caly czas 6 = 6.

Jak wida¢, wzory na naprgzenie sg inne dla ruchu po okrggu niz dla wahan
ptaskich. Dla kata 45° mielibySmy z wzoru (4) N =(3—- ﬁ) mg ~1,59mg,
a z wzoru (5) byloby N =+2mg ~1,41mg . Tyle powinna wtedy w przyblizeniu
wynosi¢ wytrzymato$¢ nici. Poniewaz te dwie wartosci sa rdzne, poprawna
bylaby odpowiedz E.

Niestety, dla kata 60° w obu przypadkach dostajemy N =2mg, co przy
m=100g i g=10m/s* daje N=2N, czyli wskazuje na odpowiedz D. Przy-
rownujac prawe strony dwoch wzoréw na naprezenie (4) i (5) 1 rozwigzujac
otrzymane réwnanie trygonometryczne, mozemy przekonac si¢, ze w przedziale
(0, 90°) te dwa naprgzenia sg sobie rowne tylko dla kata 60°. Pech!

Jednak nawet dla kata 60° istniejg ruchy ci¢zarka, dla ktorych maksymalne
naprezenie jest mniejsze od 2mg. Dzieje si¢ tak zawsze, gdy maksymalnie wy-
chylonemu ci¢zarkowi nadamy pewna predkos¢ pozioma, wicksza od zera, ale
mniejszg od predkosci potrzebnej do zataczania poziomych okregdéw. Dowdd
tego jest jednak trudny, na pewno niemozliwy do przeprowadzenia w ciagu
paru minut, jakie uczestnik miat przeznaczone na to zadanie podczas konkursu.
Dlatego postanowili$my uzna¢ réwniez odpowiedz D.

A oto dowdd:

W zwiazku z dodatkowa predkoscig poziomg, oprocz prawa zachowania ener-
gii, do wyznaczenia predkos$ci i naprezenia cigzarka w jego najnizszym potoze-
niu (teraz nie bedzie to punkt rownowagi!) bedziemy potrzebowali jeszcze jed-
nego prawa zachowania — jednej ze sktadowych momentu pedu.
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Rozpoczynamy od réwnania dynamiki Newtona
mg + N =m3a (6)

Dla sktadowych sit w kierunku nici odchylonej od pionu o kat 6, wynika
réwnanie

2
N—mgcos@:m“l—, (7
poniewaz przyspieszenie ci¢zarka w kierunku nici jest przyspieszeniem prosto-
padlym do kierunku ruchu, a wigc dosrodkowym (tor ruchu naszego cigzarka
jest krzywa na powierzchni sfery | = const).

2
Stad N =mgcosé + mUT. (8)
Drugie réwnanie dostajemy z prawa zachowania energii (0 w dolnym indek-
sie odnosi si¢ do maksymalnego wychylenia):

2 2
mgl(l—coseo)+m%°=mgl(l—cose)+m%, 9)
jesli energie potencjalng mierzymy wzgledem punktu rownowagi wahadta
(rys. 1). Po odjeciu mgl od obu stron rownania (9) dostaniemy prostsze prawo
zachowania energii. Mozna je bylo otrzymac¢ od razu, gdyby$Smy energie poten-
cjalng mierzyli wzgledem punktu zawieszenia (jest ona ujemna)

v 2
—mglcos¢90+m7=—mglcose+m?. (10)
Korzystajac z tego prawa, mozemy wyrazi¢ naprezenie nici odchylonej
0 kat @ albo tylko przez kat odchylenia 6, albo tylko przez predkos¢ v. Wybie-
ramy to pierwsze. Dzielagc rownanie (10) przez | i mnozac je przez 2, dostajemy
2
v

- Wynika z niego, po podstawieniu do wzoru (3)

wzor na sit¢ dosrodkowg m

2
%

Jak wida¢, naprezenie jest najwicksze w punkcie o najmniejszym wychyle-
niu 6.

N =3mg cosé —2mg cos &, + m (1)

Oprocz prawa zachowania energii, skorzystamy z prawa zachowania mo-
mentu pedu. Tylko jedna jego sktadowa jest zachowana, bo w tym kierunku nie
dziala na ci¢zarek moment sily. Jest to sktadowa momentu pgdu opisujaca obrot
wokot osi pionowej przechodzacej przez punkt zawieszenia wahadta. Momenty
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sil wokot tej osi sa rowne zeru, bo sita cigzenia jest do niej réwnolegla, a napre-
zenie nici dziala wzdhuz prostej przechodzacej przez punkt zawieszenia. Ozna-
czajac t¢ sktadowa momentu pgdu przez L,, dostajemy

L, =mrleo=ml?sin’ 0 @=ml?sin’ §, a, (12)

gdzie r jest promieniem okregu zataczanego przez cigzarek, czyli odlegloscia
cigzarka od osi obrotu, a @ — predkoscia katowa tego obrotu.

Aby wykorzysta¢ wzor (12), w prawie zachowania energii roztozymy pred-
ko$¢ na sktadowa poziomg i pionowg. Pierwsza z nich opisuje wiasnie obrot
wokot osi pionowej i jest rowna ro=lwsin 6. Druga sktadowa predkosci,
zmienia kat odchylenia € (jesli kropkg nad symbolem wielkosci fizycznej ozna-
czamy jej pochodna czasowa, to mozna t¢ skladowa zapisa¢ jako 16, ale nie
bedzie nam to potrzebne). Zauwazmy, ze zardwno przy maksymalnym, jak
i przy minimalnym wychyleniu wahadta, ta sktadowa predkosci jest rowna zero,
bo wtedy cigzarek ,,zawraca”. Wyjatkiem jest sytuacja, gdy minimum wychyle-
nia jest przejSciem wahadla przez punkt rownowagi, przejscie to odbywa si¢
Z niezerowa predkoscia. Tak jest dla wahan w plaszczyznie pionowe;.

Rozpatrzmy te sytuacje oddzielnie. Mamy wowczas L, = 0, a przy maksymalnym wy-
chyleniu predko$¢ chwilowa, vy = 0. Wz6r (11) na naprezenie przybiera wtedy posta¢
N =3mg cos& —2mg cos €

Dla 6 = 60° i 8= 0 (wtedy naprezenie jest najwigksze), mamy

N =3mg —mg =2mg, (13)
Dla cigzarka 100 g, N = 2N, co zgadza si¢ z przewidywaniami.
Z wyjatkiem przypadku przechodzenia przez potozenie réwnowagi, zar6wno
dla maksymalnego, jak i minimalnego wychylenia pionowa sktadowa predko-

§ci jest rowna zeru, tak ze z predkosci v pozostaje tylko sktadowa po-
zioma l@sind. Prawo zachowania energii ma wtedy posta¢

12af sin? 2 22
—mglcosHOerM:—mglcoseJr mla’z%e. (14)
Z prawa zachowania momentu pedu (12) dostajemy o jako funkcje kata &
)
0=a, Sl_n 2% . Podstawiajac te warto$¢ do prawa zachowania energii (9), do-
SIn

stajemy rownanie na kat 6
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2 2ain2
I“wgsin® g,
2

2 2eind
I“wgsin® g,

15
2sin’ @ (19)

—mglcosé, +m =-mglcos@+m
Oznaczajac, dla uproszczenia zapisu, S = C0S6, Sy = COS6, 1 korzystajac z je-

dynki trygonometrycznej, aby pozby¢ si¢ funkcji siné, otrzymujemy rownanie

B v o, -5
205, +laf (1-s2) =-2gs + 9 (16)

Mnozac obie strony tego rownania przez mianownik (1 —s°), przenoszac

2

—20s na lewg strong, a Ia)g(l—so) na prawg i wyciagajac wspolne czynniki

przed nawias, otrzymujemy
29(s )1~ ) = 13- $)(* — ). (17)

Jak wida¢, obie strony majg wspolny czynnik (S—Sg), dzigki czemu, rowna-
nie trzeciego stopnia mozna sprowadzi¢ do kwadratowego, dzielac je przez ten
wspolny czynnik, przy zatozeniu S # So. W zwiazku z tym zalozeniem, trzeba
rozpatrzy¢ oddzielnie przypadek s=S, (statego kata odchylenia), czyli przypadek
zataczania przez ci¢zarek poziomego okregu. Ale ten przypadek rozpatrzyliSmy
juz wezesniej, otrzymujac wzor (5).

Jesli kat odchylenia nie jest staty, to dzielac obie strony rownania (17) przez
(s—So), dostajemy rownanie kwadratowe na S

29(1-5) =l0f(1-£)(s+5). (18)
Po uporzadkowaniu wedtug poteg S, otrzymujemy rownanie
sz+§(1—s§)s+§(1—sg)so ~1-0, (19)
Y.
gdzie dla uproszczenia zapisu wprowadziliSmy dodatni parametr p = TO Aby
predkos¢ pozioma byta mniejsza od predkosci ruchu po okregu, p powinno by¢

1

mniejsze od
J cosé)

(sprawdzenie pozostawiamy Czytelnikom).
Wyréznik
2 2
8=B -7 -200-9s +4- Da-)-2] +2p0-9)1-3)
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jest zawsze dodatni, poniewaz Sp< 1 jako cosinus kata roznego od zera (przypa-
dek cos@= 1, odpowiadajacy przejsciu przez potozenie rOwnowagi, rozpatrzyli-
$my oddzielnie wczesniej, por. wzory (4) i (13)). Rownanie ma wigc dwa roz-
wigzania.

Fizycznie sensowne rozwigzanie odpowiada dodatniemu S (kat mniejszy od
90°). Jest ono rowne

2
s=—§(1—s§)+%\/%a—s§)2 ~2p-$), +4 (20)

Drugie rozwigzanie rézni si¢ znakiem przy wyrazie zawierajacym pierwiastek kwadra-
towy, jest wigc ujemne, a zatem niefizyczne: odpowiada odchyleniu nici o kat wigkszy
od 90°, a przy takim odchyleniu ni¢ przestataby by¢ napieta i nasz opis ruchu bytby
nieprawdziwy.

Wracajac do pierwotnych oznaczen (dla wygody zostawimy p)

2
cosez—gsinzeoJr%\/%sin“Ho—2psin290cos¢90 +4. (21)

Wstawiajac te warto$¢ coséd do wzoru na naprezenie (11), do ktoérego wsta-
wimy vo= lw sin @ otrzymujemy

2
N =3mg {—%sin2 X +%\/%sin4 & —2psin® g, cos 6, +4}—2mg cos &), +mgpsin? 6.

(22)

Dla 6, = 60°, wzor (22) przybiera posta¢

_ _3 l%& 2_3 _ 3
N_3mg[ 16p+2 64p 4p+4} mg+4mgp. (23)

Ciekawe, ze gdy podstawimy za p zero (wahania w plaszczyznie pionowej) lub 2 (ruch
po okrggu poziomym), okazuje sie, ze wyrazenie (23) — wbrew wczesniejszym zastrze-
zeniom — pozostanie poprawne réwniez dla takich wahan a takze dla ruchu po okrggu.
Jak bowiem tatwo zauwazy¢, dla p =0, mamy N =3mg -mg = 2mg, a dla p =2 dosta-

jemy takze 2mg:
N=3 9[8 2V16 2 4} g 2 g =2mg.

Co wigcej, whasciwos$¢ te ma rozwigzanie (22) dla dowolnych katéw odchylenia, nie
tylko dla 60°, gdy za parametr p podstawimy odpowiednio O lub 1/cosé (sprawdzenie
pozostawiamy Czytelnikom). Mozna to wytlumaczy¢ ciggtoscig N jako funkcji kata
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i poczatkowej predkosci poziomej: gdy nieznacznie zmieniamy parametry ruchu, prze-
chodzac od matych katéw do kata zero, a takze gdy przechodzimy od pr¢dkosci pozio-
mych bliskich predkosci ruchu po okregu do predkosci zapewniajacej taki ruch, nie ma
skokowej zmiany napre¢zenia.

Nietrudno obliczy¢ napr¢zenie dla wartosci posrednich, p € (0; 2). Na przyktad
dla p = 1 otrzymujemy

—ma(-13,3 ~
N—mg( 16+16~/217) 1,94955.

Doktadniejsze zbadanie wyrazenia (23) jako funkcji p (wykres)

2,00
1,99
1,98
1,97

1,96 |

1.95F

wskazuje, ze osigga ona minimum dla p =%(4—\/§ ) ~1,03367 i ze minimum

to odpowiada napr¢zeniu N =mg (—% +46 ) ~1,4949mg. Dowod pozostawia-

my Czytelnikom. Jak wida¢, nawet gdy najlepiej wybierzemy predkos$¢ poczat-
kowg 1 tor ruchu cigzarka, wytrzymato$¢ nici moze by¢ tylko niewiele mniejsza
od 2 N. Niemniej, roznica istnieje, wigc poprawna jest odpowiedz E.

Tak oto, przez nieodpowiedni dobor kata, proste zadanie zmienilo si¢
w skomplikowane 1 przestalo nadawac si¢ na konkurs ,,Lwigtko”, mimo ze pod
wzgledem poprawnos$ci niczego nie mozna mu zarzucic.



