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Komputerowe rachunki symboliczne

Jerzy Karczmarczuk

Zakiad Informatyki, Uniwersytet w Caen, Francja

1. Wstep

Minely czasy, gdy komputery stuzyly gtownie do pracy numerycznej, tj. do prze-
ksztatcania 1 generowania ciggéw liczb obrazujacych wyniki doswiadczen itp.
Teraz sg niezastgpione réwniez w grafice, komunikacji, tworzeniu i analizie mu-
zyki itd. Poniewaz to wszystko jest przetwarzaniem nadajacych si¢ do formalizacji
danych, fizykowi — od szkoty podstawowej, az po noblistow (serio!) — mogg si¢
takze przydac¢ do pracy z formalnymi, symbolicznymi wzorami. Mozemy wigc np.
symbolicznie rozwigzywa¢ roéwnania, upraszcza¢ formulty matematyczne w opar-
ciu o ich formalne wiasnosci, rozniczkowac i catkowaé funkcje wyrazone wzora-
mi, i tak dalej. Przyktad: uruchamiamy jeden z popularniejszych systemow alge-
bry komputerowej Maple i wpisujemy:

solve (a*x"2+b*x+c=0, x) ;

czyli: rozwigz rOwnanie ax’+hbc+c=0 wzgledem X. @, b, ¢, X sa symbolami, nie
majg zadnej warto$ci numerycznej. Problem jest strukturalny, a nie liczbowy,
program reprezentuje w pamigci znane nam rownanie w postaci nadajacej si¢ do
analizy, uruchamia swoje procedury, ktore przypominajg znane ze szkoty algo-
rytmy, i odpowiada:

-b++b2-4ac -b-+/b2-4ac

2a ' 2a

w takiej wilasnie, czytelnej postaci. Majac do dyspozycji symboliczne zmienne
czyli dane, ktore okreslajg nazwe zmiennej, np. tekst ,,X” itp., oraz mogac tworzy¢
i przetwarzaé ztozone struktury danych w rodzaju wielomianu 3z° — 8z — 7, ktory
jest reprezentowany jako para: nazwa zmiennej i lista wspotczynnikow, przy po-
tedze zero, 1, 2,... Wspétczynnik to jest (jak powyzej) albo stata numeryczna, albo
inna zmienna, albo w ogodle jaki§ dowolny wielomian niezawierajagcy zmiennej
zasadniczej.

Tak wigc przez rekurencj¢ mozemy utworzy¢ w komputerze dos¢ skompliko-
wane wyrazenia, i to w dowolnym nowoczesnym jezyku programowania, ktory
pozwala reprezentowa¢ w jakiej$ danej referencje do innej danej, oraz tablice/listy
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dowolnych danych, a przynajmniej pary danych. Ale jezyki ,,algebry komputero-
wej” si¢ wyspecjalizowaty, gdyz trzeba wiedzie¢, jak reprezentowac i realizowac
algorytmy pozwalajace oblicza¢ pochodne i catki funkcji symbolicznych, np. dzie-
li¢ szeregi potegowe, jak rozwigzywac rownania wyzszych stopni itp. Tak wigc to
nie sam jezyk programowania decyduje o zastosowaniach symbolicznych, ale boga-
ta biblioteka wspomagajaca, czesto rozwijana przez wspolnote uzytkownikow.

Wyrazenia matematyczne moga by¢ przedstawione zewngtrznie w postaci
wzoréw, albo w postaci graficznej, wigc wyspecjalizowane jezyki symboliczne sg
takze zwykle wyposazone w bogata biblioteke do drukowania wykresow 2- i 3-
wymiarowych, cho¢ niektére korzystaja z innych, niezaleznych pakietow, takich
jak Gnuplot (radzimy zaznajomic¢ si¢ z nim).

Oczywiscie mamy do dyspozycji nie tylko wielomiany, ale i utamki, i wekto-
ry, i formy roézniczkowe, i symboliczne wyrazenia logiczne. Wyspecjalizowane
pakiety dla fizykow zawierajg procedury i wyrazenia ulatwiajgce prace w kwan-
towej teorii pola czy teorii wzglednosci... Reprezentacja wewnetrzna wzorow jest
zwykle dos¢ przejrzysta dla specjalistow (listy ztozone z list o odpowiedniej struk-
turze), ale jest ukryta przed oczami przecietnego uzytkownika. Nie bedziemy
wigcej o tym mowié. Pewnym problemem jest niejednoznaczno$¢ reprezentacji
wynikajaca z faktu, ze wiele réznych matematycznych wyrazen moze opisywac t¢
samg wartosé, np. (X + 1)(x — 1) = x* — 1, i nie da si¢ na ogot powiedzieé, ktora
forma jest ,,lepsza” (krétsza, bardziej czytelna, czy wyrazajaca pewne pozyteczne
wilasno$ci, tu np. wartosci zer wielomianu?...), gdyz wszystko zalezy od kontek-
stu. Zwykle jest mozliwa transformacja miedzy r6znymi postaciami, ale czasami
wygodnie jest dysponowaé nie jednym, a kilkoma réznymi pakietami algebry
symbolicznej, ktore operuja roznymi konwencjami, mniej lub bardziej przydatny-
mi w konkretnych zastosowaniach.

Czasami pakiety algebry symbolicznej stuza nie po to, by bezposrednio wspo-
moc nasze zrozumienie jakich§ wzorow, ale aby — po czasami bardzo skompliko-
wanych przeksztatceniach — wygenerowaé program numeryczny w takich jezy-
kach jak Fortran czy C.

2. Jeszcze kilka przykladow

2.1. Upraszczanie wyrazen i rozwiazywanie rownan

Wpiszmy w MuPADzie, innym systemie zblizonych nieco do Maple’a
f = x/(x +vy) + y/(x +y) - sin(x)"2 - cos(x)"2:
f = simplify(f)

gdzie := przypisuje wyrazenie po prawej zmiennej £, a dwukropek konczy in-
strukcje, blokujac jednoczesnie automatyczne drukowanie wartosci. Wyrazenie
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f = simplify (£f) jest réownaniem, a nie przypisaniem. MuPAD oblicza i drukuje
wartos¢ obu stron:

Wydruk jest dwuwymiarowy, ale w darmowej wersji systemu formatowanie uzy-
wa standardowych czcionek, co daje wynik mniej elegancki niz w Maple. Mozli-
we jest takze generowanie wydrukow w formacie umozliwiajacym powtorne
wczytanie przez system, a takze w formacie LaTeXu, w celu umieszczenia wyni-
ku np. w artykule lub ksigzce.

Jesli Axiom, jeszcze inny system, dostanie wyrazenie: solve(x"3-1), zareaguje
W Sposob nieoczekiwany:

2
[x=1,x +x+1=0]
Type: List Equation Fraction Polynomial Integer

czyli znajdzie jedng warto$¢ explicite, a dwie pozostate zostawi w postaci rowna-
nia. Dobrze znajacy Axiom spojrza na typ wyrazenia i stwierdza, ze system
»chcial” poda¢ rozwigzanie w postaci wyrazenia wymiernego, co nie byto w petni
mozliwe. Jesli natomiast zazgdamy radicalSolve (x*3-1), System odpowie:

Type: List Equation Expression Integer

i tutaj widzimy réznice migdzy Maplem a Axiomem, ktory liczy bardziej na uzyt-
kownika odnosnie do okre$lenia dziedziny rozwigzan. Procedura radicalSolve
zezwala na uzywanie pierwiastkow. Czasami forma: (X+y)/2 badz x/2+y/2 zalezy
od zadanego typu: czy chcemy mie¢ utamek ztozony z wielomianéw, czy odwrot-
nie, wielomian ztozony z wyrazen wymiernych. Nie miejmy zludzef: maszyna nie
zastapi naszej wiedzy matematycznej, a zwlaszcza nie bedzie w stanie okresli¢
formy, w ktorej chcemy mie¢ wynik, jesli jest wiele mozliwosci.

2.2. Rozniczkowanie i calkowanie

Praktycznie wszystkie pakiety potrafiag rézniczkowaé wyrazenia, a wigkszo$¢é
potrafi oblicza¢ proste catki, rozwigzywa¢ symbolicznie nieskomplikowane row-
nania r6zniczkowe itp. Maxima oblicza i (niektore) catki nieoznaczone, np. inte-
grate (x/ (1+x"3) , x) dostarcza:
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2 x -1
2 ATAN (--—---- )
LOG(x - x + 1) SQRT (3) LOG(x + 1)
S S S — + _____________ + __________
6 SQRT (3) 3

i takze oznaczone, wynik wyrazenia integrate (1/ (1+x"2),x,0,1) jest row-
ny $p1/4. Gdy czegos si¢ nie da scatkowa¢ do konca, np. przy rozwigzywaniu
rébwnania rozniczkowego Y'(X)+3xy = \sin(X)/X: ode2 ('diff (y,x)+3*x*y =
sin(x) /%, vy,x), wynik zawiera symbol calki (tutaj sformatowali§my go czy-
telniej...):

3x2

_ -3x2) e sin(x)
y=e 2 J‘de+c

Mozemy rowniez obliczaé granice funkcji i przeprowadza¢ rachunki z analizy we-
ktorowej: oblicza¢ gradienty, rotacje itp. Ba, niektére rachunki daja si¢ przepro-
wadzaé w przestrzeni, ktorej liczba wymiarow jest takze zmienng symboliczna!

2.3. Macierze

Oto reakcja MuPADu na wyrazenie x:=matrix ([ [a,bl, [c,d]]), 1/x;:

+- -+
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|

|

|

|

| —mmmm ;T TTTmmm e |

| - ad+bec -—ad+bc |
+- -+
Potrafimy wigc oblicza¢ wyznaczniki, odwraca¢ macierze, a takze wykonywac

inne operacje macierzowe, np. diagonalizacje, uzyteczne w mechanice i innych
gateziach fizyki.

3. Pakiety algebry symbolicznej, komercjalne i dostepne publicznie/darmowo

Programéw pozwalajacych operowa¢ symbolicznymi wzorami jest na rynku Kil-
kadziesiat. Wigkszos¢ to programy komercjalne, niektore bardzo wyspecjalizowa-
ne, stuzace w konkretnych dziedzinach, np. w diagnostyka programéw przemy-
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stowych, ale sporo uniwersalnych, ktore moglyby si¢ przyda¢ w szkole, ale uzy-
wane sg rzadziej, gdyz kosztuja sporo. Na poczatku byly to pakiety akademickie,
wymagajace duzych komputerow, ale wkrotce okazato sig, ze takie systemy, jak
muMath czy Derive (ten ostatni nadal jest sprzedawany przez Texas Instruments),
mogg by¢ takze instalowane na domowych komputerkach wyposazonych w pro-
cesory 8-bitowe. Lawina ruszyta.

Oto kilka nazw programéw komercjalnych, pozostawimy Czytelnikom od-
szukanie ich; redakcja Fotonu oferuje wszelka pomoc w ich lokalizacji i odpowie-
dzi na konkretne pytania dotyczace ich uzywania:

e Maple. Jeden z najpopularniejszych w srodowiskach akademickich, w zwigzku
z czym ciagle rozwijany; dodatkowe pakiety sa tworzone na uniwersytetach
i innych szkotach, i czgsto dostarczane darmowo. Klasycznie wygladajacy je-
zyk programowania, wygoda graficzna. Podstawowa biblioteka rachunkéw
symbolicznych bywa czasami uzywana z wngtrza innych programow, np. Ma-
tlabu, systemu stuzacego gtownie do obliczen numerycznych.

e Mathematica. Chyba najbardziej reklamowany system na $wiecie. Powstat
w $rodowisku akademickim, ale jeden z jego autordw postanowit zrobi¢ na
nim pieniadze i dzieta dokonat (cho¢ nie obylo si¢ bez konfliktow). Bardzo
dobra grafika, sporo dokumentacji. Wedtug autoréw i niektorych uzytkowni-
kow jest to system dobrze dostosowany do psychiki debiutantow, ale zaawan-
sowane zastosowania wymagaja sporo studiow.

e Reduce. Jeden z najstarszych systemow algebraicznych, kiedy$ bardzo popu-
larny wérdd fizykéw. Byt kiedy$ rozprowadzany darmowo, ale jego tworca,
Anthony Hearn i inni autorzy musieli wydaé sporo pieni¢dzy, aby system
przezyl, stat si¢ wiec komercjalny... Posiada sporo wyspecjalizowanych pakie-
tow, rachunki tensorowe, rownania roézniczkowe itd. Nie posiada wilasnej gra-
fiki, uzywa systemu Gnuplot, ale ciagle uzyteczny. Gtéwnie dla tych, ktorzy
maja juz z nim pewne doswiadczenie.

e Magma. Jeden z nowszych systeméw, w ktorym pojecie struktury matema-
tycznej, jako obiektu o sformalizowanych wiasnosciach, jest bardzo wazne, co
pozwala na konstruowanie algorytméw, ktore ,,patrza” bardziej na elementy
formalnej matematyki niz na konstrukcje danych informatycznych. Do tych
systemow prawdopodobnie nalezy przyszio$¢, cho¢ poczatkujacy beda mieli
wigcej informacji do opanowania...

e Derive. Prosty w uzyciu, interakcyjny. Popularny w licznych szkotach w Sta-
nach Zjednoczonych. Dysponuje nieskomplikowang grafika.
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MuPAD. Podobnie jak w Magma, typy obiektéw i struktury matematyczne
(pierscienie, ciata itp.) s bardzo wazne. Prostszy niz Magma, MuPAD jest sys-
temem dos¢ popularnym w Niemczech, takze w szkotach; powstat na uniwer-
sytecie w Paderborn. Wazne: Prof. Fuchssteiner i jego wspotpracownicy ofe-
ruja takze wersje darmowa. Niezta grafika, cho¢ ustgpujaca niektorym innym
systemom.

Podkre§lmy, ze to jest zaledwie kilka wéréd mndstwa! Systeméw darmowych jest
takze sporo, niektére nie ustgpuja systemom sprzedawanym, a nawet pod pewny-
mi wzgledami je przewyzszaja.

MuPAD. Jak juz stwierdzilismy, ten pakiet jest dystrybuowany darmowo, ale
W ograniczonej wersji, mniej ,,przyjaznej” niz wersja komercjalna. Podstawo-
wy pakiet rachunkowo/algebraiczny jest ten sam, tylko interfejs jest mniej wy-
godny, wiec szkoty sa zachecane, aby kupi¢ wersje kompletng, a darmowa
moze by¢ Sciggnicta przez uczniow (uniwersytet w Paderborn wydaje licencje
osobiste). Sktadniowo troche zblizony do Maple’a. Aktualna wersja moze by¢
dystrybuowana razem ze Scilabem, pakietem do obliczen numerycznych, ktory
byt juz przez nas polecany na tamach Fotonu.

Mirostaw Majewski napisat ksiazke ,,MuPAD dla niecierpliwych”, polska
wersja zostata wydana przez Biblioteke Nauczyciela Matematyki.

Axiom. Niegdys komercjalny, rozwijany intensywnie przez bardzo liczna ekipg
(gtownie akademicka), stat si¢ darmowy. Jest to pierwszy system (nazywajacy
si¢ Owczesnie Scratchpad), w ktorym wiasnoséci obiektow matematycznych
zostaly ujete nowoczesnie i formalnie. Zaro6wno Magma jak i MuPAD zostaty
nim zainspirowane. Aktualna wersja pod Windows ma klopoty z grafika, ale to
si¢ zmieni (wymaga X-Window System, prace nad dostosowaniem sg w toku).
Axiom dobrze wspotpracuje z edytorem zwanym TeXmacs, ktory pozwala na
drukowanie wynikow w postaci elegancko formatowanej, podobnie jak Maple.

Maxima (niegdys komercjalny o nazwie Macsyma). Jeden ze starszych i naj-
bardziej popularnych systeméw, ktoremu dano nowe zycie. Prostszy niz Axiom,
o bardzo bogatej dokumentacji. Nie posiada witasnej grafiki, ale jest dystrybu-
owany razem z Gnuplotem, z ktérym wspotpracuje w sposob przejrzysty i au-
tomatyczny.

Inne: GAP i Macaulay? sg bardziej profesjonalne, dla matematykoéw. Niektorzy
matematycy, przyzwyczajeni do innych systeméw, korzystaja z tych jako z bi-
bliotek specyficznych algorytmow.

Co wybrac¢? Nauczyciel, ktory zamierza na serio po$wigci¢ trochg czasu metodom
rachowania symbolicznego i zachgci¢ uczniow do skorzystania zef, ma az nad-
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miar mozliwos$ci. Wazne, aby wybra¢ jaki$ system i go dobrze opanowac. Nic nie
stoi na przeszkodzie, aby przetestowa¢ kilka jednoczesnie, ale w przypadku pracy
z grupami uczniowskimi lepiej jest uzywac jednego, zeby si¢ nie pogubié. Sadzi-
my, ze aktualnie najwygodniejszym systemem z opisanych jest MUPAD, migdzy
innymi dlatego, iz istnieje do niego polska ksigzka. Z drugiej strony, Maxima dys-
ponuje niektorymi pakietami interesujacymi dla fizyka, np. analiza wymiarowa.

4. Grafika i programowanie
4.1. Grafika

Aczkolwiek wykresy sa z koniecznosci oparte na wartosciach liczbowych wyra-

zen matematycznych, a nie symbolicznych, grafika stanowi bardzo wazny element

omawianych pakietow i czgsto stanowi o ich sukcesie, gdyz pozwala sprawdzaé

interakcyjnie niektére wzory, a poza tym kazdy wie, ze jeden dobry rysunek moze

zastgpi¢ tysigc stow. Zwykle dysponujemy mozliwos$ciami wykresow 2- i 3-wy-

miarowych oraz wieloma stylami i opcjami rysowania; czesto takze animacjg.
Ponizszy wykres zostal wygenerowany przez MuPAD instrukcja:

plotfunc2d(cos (x),scos (x),x=0 .. 2*PI,LineWidth=10);

gdzie scos jest procedurg przyblizajacag funkcje cosinus szeregiem potegowym.
Konstruujemy ja w nastgpnym rozdziale. Pakiety algebraiczne (a takze Gnuplot)
potrafia tworzy¢ pliki w r6znych formatach, np. w kodzie PostScriptu, co pozwala
na dotgczenie wykresow o bardzo dobrej jakosci do tekstow drukowanych, nie
tylko na ekranie.

4.2. Programowanie

Opisane pakiety nie sa tylko ,kalkulatorami”, ale stanowia pelne jezyki progra-
mowania, umozliwiajace konstrukcj¢ programow iteracyjnych, procedur przepro-
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wadzajacych analiz¢ rozwigzan itp. Znaczna czg¢$¢ bibliotek tych pakietow jest
konstruowana witasnie w tych jezykach: Maple’a, MuPADu, Axiomu itd. Oto pro-
cedura obliczajaca przyblizenie funkcji cos(X) przez szereg potegowy:

——+———6+..., az do wyktadnika rownego 12.

scos:=proc (x) local f,vy,s;

begin

f:=1; s:=-1; y:=1;

for n from 2 to 12 step 2 do
fi=f*x*x/(n*(n-1)); y:=y+s*f;
S:=-8;

end for;

return (y) ;

end proc;

Ten urwany szereg moze by¢ przedstawiony symbolicznie, ale takze uzyty do wy-
kresu sprawdzajacego jako$¢ przyblizenia, jak powyzej. W tym wypadku znalismy
jawng postaé rozwinigcia, ale czgsto musimy operowac funkcjg bardziej skompli-
kowang. Wtedy mozna zazyczy¢ rozwinigcia przez sam system, np. Maxima po-
zwala na otrzymanie szeregu powyzej przez taylor (cos (x),x,0,12). Szereg
ten moze by¢ nastepnie przetwarzany przez nasze wlasne (albo biblioteczne) pro-
cedury, aby otrzymac np. przyblizenie funkcjami wymiernymi.

Aby moc sprawnie programowac, zwykle konieczna jest znajomo$¢ we-
wnetrznej struktury wyrazen, a w kazdym razie mozliwos$¢ stwierdzenia, czy ma-
my do czynienia z wielomianem (sumg), utamkiem, funkcjg specjalng itp., oraz
mozliwos¢ ekstrakcji pojedynczych zmiennych z dowolnego wyrazenia. To prze-
kracza ramy niniejszego artykutu.

5. Mozliwe zastosowania fizyczne

Na ten temat mozna napisaé¢ cale ksiazki, fizyka byla gléwnym motorem two-
rzenia pakietow symbolicznych w latach sze$édziesiatych i siedemdziesigtych.
Autorem jednego z nich, Schoonschipu jest pozniejszy laureat Nagrody Nobla
z fizyki, M. Veltman. Reduce i Mathematica rowniez powstawaty na terenie opa-
nowanym przez fizykoéw. Istniejace biblioteki algorytméw zawierajg wigc tysigce
procedur uzytecznych w teorii wzgledno$ci czy fizyce czgstek. Elementarnych
zastosowan jest mniej, ale np. Maxima posiada przynajmniej:

e Pakiet do analizy wymiarowej, pozwalajacy sprawdzi¢ spdjnos¢ wzoroéw
wzgledem uzytych jednostek, albo np. znalez¢ taka kombinacje tadunkow, sit,
czasu itp., ktora jest bezwymiarowa.
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e Pakiet do algebry i analizy wektorowej (gradienty, laplasjan itp.; rézne uktady
wspotrzednych), uzyteczny w przetwarzaniu wzoroéw z mechaniki i elektrody-
namiki. Inne systemy, jak MuPAD czy Reduce, rowniez zawieraja zblizone
pakiety.

By¢ moze w przyszto$ci, w miar¢ zapotrzebowania, poswiecimy kilka stron Foto-
nu na konkretne przyktady, na razie kilka sugestii dla poczatkujacych.

¢ Systemy symboliczne nadajg si¢ rowniez do prostych, interakcyjnych obliczef
numerycznych, np. do rozwiazywania uktadu rownan. Wynik moze by¢ poda-
ny w postaci utamkéw wymiernych, co czgsto jest korzystniejsze niz wartosci
zmiennoprzecinkowe. W MuPADzie wystarczy np. napisa¢
solve ([2*x+4*y-3=0, 3*x+y=81]) ;,
zeby otrzymad
{[x = 29/10, yv = =7/101\}.
Omawiane pakiety czgsto uzywaja list i podobnych struktur danych o dowolnej
liczbie elementoéw. Jest to bardzo wygodne do przechowywania danych staty-
stycznych, a nastgpnie do obliczania $rednich, dyspersji itp.

e \Whbudowane procedury obliczania pochodnych sa uzyteczne do rézniczko-
wych metod szacowania btedu doswiadczalnego, wigc i pracownia doswiad-
czalna skorzysta z metod algebry komputerowej.

e Catkowanie rownan rozniczkowych pozwala generowac i wykresla¢ trajektorie
wynikajace z rbwnan ruchu, np. przy symulacji uktadu planetarnego.

e Wspomniana juz analiza wymiarowa. Mozemy np. przypisa¢ v:=3.01*cm/sec,
gdzie cm, sec sg symbolami. Nastepnie wprowadzi¢ m:=100*cm, itd. Wzory
wyrazone liczbowo razem z jednostkami podadza nam wymiar wyrazenia i do-
staniemy ostrzezenie, ze przytrafila si¢ pomytka, gdy np. wymiar bedzie nie
jednomianem, a wielomianem wzglgdem ktorej$ jednostki, jesli popelnimy
ghupstwo w rodzaju v+a*v*v, a a jest bezwymiarowe...

e Procedury wizualizacji danych: wykresy 2- i 3-wymiarowe, szybkie przetwa-
rzanie formalnych wzoréw w informacje graficzna, sg po prostu niezastapione.

e Pakiety algebry symbolicznej pozwalajg fadnie formatowaé wzory, a czytel-
nos¢ formul matematycznych jest z pedagogicznego punktu widzenia dos¢ za-
sadnicza.

Oczywiscie omawiane systemy nie zastgpig nam znajomosci wzordéw i technik ich
przeksztatcania, podobnie jak kalkulatory nie zastapig calkowicie znajomoscCi
tabliczki mnozenia. Pozwola jednak skoncentrowaé uwage ucznidéw na Sensie
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przetwarzanych wyrazef, a mniej na ich czysto sktadniowych, banalnych aspek-
tach.
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