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Streszczenie

Poziomy energetyczne atomu wodoru okazuja si¢ by¢ subharmonikami (podharmoniczny-
mi) pozioméw jednowymiarowej prostokatnej studni kwantowej. Oba uktady wigze wigc
znane z praktyki muzycznej przeksztatcenie inwersji, bedace tez jednym ze sposobow ob-
jasnienia dualnosci dur-moll. Poniewaz poziomy studni kwantowej tworza wieloton har-
moniczny, sygnat ztozony z takich tonéw prostych jest okresowy i wykazuje czytelna wy-
sokos¢ dzwigku, pozwalajaca tworzy¢ melodie. Barwa dzwigku sygnatu odpowiadajacego
studni kwantowej jest bardzo zblizona do instrumentu zwanego dzwonkami chromatyczny-
mi, co wskazuje na dodatkowa symetri¢ pomig¢dzy uktadem kwantowym i klasycznym jako
kolejny przyktad niejednoznaczno$ci w problemie rozpraszania odwrotnego.

Geneza zagadnienia

Panig Doktor Zofi¢ Gotagb-Meyer, ktora zaszczytnie pozwolita mi méwic¢ do siebie
Zosiu, poznatem na studiach. Byla to poczatkowo znajomo$¢ jedynie z opowiadan
studentow z innych grup ¢wiczeniowych, dla ktorych prowadzita zajecia z mecha-
niki kwantowej. A byly to opowiadania przerazajace, gdyz Pani Doktor uznawata
podobno tylko zadania doprowadzone do koncowego wyniku liczbowego. Wte-
dy nie byto jeszcze kalkulatorow, wigc najczesciej takich wynikow nie miatem.
Pozniej byto latwiej, gdy spotkatem Zosi¢ przy okazji ,,wyjazdu naukowo-tury-
stycznego” do Holandii (1978). Zwiedzilismy wtedy Laboratoria van der Waalsa
i wiele innych egzotycznych miejsc, jak np. restauracj¢ chinska, gdzie serwowano
stuletnie jaja. No i byto wiele okazji do rozmdw, najwigcej w drodze powrotnej, bo
siedzielismy w jednym przedziale, a Zosia zaraz przed wyjazdem obejrzata premie-
r¢ ,,Raju Utraconego™ K. Pendereckiego. Znajgc moje zainteresowania muzyczne,
po latach zaproponowata mi napisanie artykutu o zwigzkach muzyki z mechanika
kwantowa do swojego Fotonu [1]. Koncowy wynik liczbowy powstat dzigki kom-
puterowej syntezie dzwigku, a polegat na przedstawieniu brzmienia, czyli barwy
dzwicku wielotonow, w ktorych sinusoidalne tony proste pozostawaty w stosun-
kach czgstotliwosci odpowiadajacych poziomom energetycznych znanych ukta-
dow kwantowych. Znalazty si¢ nawet stany koherentne oscylatora harmonicznego
[2]. Stany te przechodza przy zmniejszaniu amplitudy w sekularne stany wilasne
oscylatora, co jest przedmiotem ciagle zywo dyskutowanego problemu dekoheren-
cji na styku pomigdzy mechanika klasyczng i kwantowa.

Wysokosé i barwa dzwieku a mechanika kwantowa

Dzwigki ztozone z tondéw prostych o czgstotliwos$ciach bedacych naturalnymi
wielokrotno$ciami pewnej czgstosci podstawowej /', tj. wielotony harmoniczne,
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tworza — z jednej strony — sygnaly okresowe, zgodnie z twierdzeniem Fouriera,
a z drugiej strony wywotuja wrazenie wysokosci dzwigku. W systemie MIDI
wysokosci dzwigku wyrazajg si¢ nastepujaca zaleznoscia od czgstotliwosci pod-
stawowej f(wyrazonej w hercach)[3]

Nypy =09 +12l0g, [ 440sz _

Powyzszy logarytmiczny zwigzek czestotliwosci 1 wysoko$ci dzwieku nie ma
dotychczas pelnego wyjasnienia w fizjologii.

Wzajemne stosunki amplitud tondéw sktadowych wielotonéw harmonicz-
nych, a zatem majgcych czestotliwosci nf, gdzie n = 1, 2, 3..., (muzycy moéwia
tu o szeregu harmonicznym alikwotow), odpowiadajg za wielokryterialne, ztozo-
ne, lecz wyraznie postrzegane wrazenie barwy dzwicku, pozwalajace rozréznic¢
miedzy sobg instrumenty muzyczne i samogtoski. Wsérod uktadow kwantowych
drabinka poziomow energetycznych odpowiadajgca wielotonom harmonicznym
wystepuje m.in. dla oscylatora harmonicznego, o poziomach bedacych niepa-
rzystymi wielokrotnosciami czgstotliwosci podstawowe E = hf(2n—1), symbol
h oznacza tu stala Plancka (podobnie jak w piszczatkach otwartych z jednego
i zamknigtych z drugiego konca) oraz dla prostokatnej studni potencjatu, w kto-
rej poziomy sg proporcjonalne do kwadratow liczb naturalnych £ = hfin*. Kazda
superpozycja stanow wilasnych takich uktadéw bedzie mie¢ wysokos¢ i barwe
dzwieku, byle tylko czgstotliwosci zostaly przeskalowane do zakresu styszalne-
g0, tj. 16Hz < f< 20kHz. Wysokosci dzwigku nie wykazuja superpozycje stanow
wiasanh atomu wodoru, w ktorym poziomy energetyczne wyrazaja si¢ wzorem
E, = 7% (Ry jest statg Rydberga). Odleglosci poziomow malejg przy zblizaniu si¢
do granicy jonizacji n — oo.

&

Symetria obiektu i symetria widma

Jednowymiarowy oscylator harmoniczny i prostokgtna jednowymiarowa stud-
nia potencjalu wykazuja niezmienniczo$§¢ wzgledem odbicia zwierciadlanego
w plaszczyznie prostopadtej do osi ruchu czastki. Jezeli zero tej osi wybierze-
my na przecigciu z owg plaszczyzng, to funkcje falowe poszczegdlnych stanow
okaza si¢ albo parzyste, albo nieparzyste. Atom wodoru uproszczony do modelu
punktowej natadowanej czastki poruszajacej si¢ w poblizu cigzkiego centrum-
jadra o przeciwnym ladunku jest niezmienniczy wzglgdem wszystkich obrotow
wokot tego jadra. Z tego powodu kazdy stan ma funkcje falowa bedaca jedna
z tzw. funkcji sferycznych. Te ostatnie dzielg si¢ na podzbiory takie, Ze obroty
przeksztatcaja miedzy soba tylko funkcje nalezace do tego samego podzbioru,
ale nigdy nie przeprowadzaja funkcji z jednego podzbioru do innego. Wszyst-
kie stany majace funkcje falowe z tego samego podzbioru maja tez jednakowa
energi¢ E . Ztamanie niezmienniczosci obrotowej przez wprowadzenie — reali-
styczne! — momentu pedu (spinu) ruchomej czastki, prowadzi do znanego zjawi-
ska niewielkiego rozszczepienia poziomdéw odpowiadajacych tej samej liczbie n.
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W dalszym ciagu rozszczepienia tego nie bedziemy uwzglednia¢. Wymienione
powyzej niezmienniczo$ci nazywane sg w fizyce niemal synonimicznie symetria-
mi. Poznali$my wigc symetri¢ zwierciadlang i sferyczna.

Tymczasem w $wiecie dzwiekow tez wystepuja symetrie. Np. wykonanie serii
tych samych dzwigkow w odwrotnej kolejnosci, zaczynajac od konca sprawia, ze
otrzymamy zwierciadlanie symetryczny w czasie ciag czgstotliwos$ci. Zabieg ten
znany jest co najmniej od r. 1500 [4] i nazywany jest przeksztalceniem raka (kto-
ry chodzi wspak, ang. retrograde motion). Jeszcze czgSciej uzywana jest inwer-
sja, tzn. zamiana w melodii kazdego kroku ku wyzszym wysoko$ciom dzwigku
takim samym krokiem w dot. Z powodu logarytmicznej zalezno$ci wysokosci
dzwieku od czgstotliwosci podstawowej (zob. rownanie (1)) kazdy krok-interwat
odpowiada pewnemu stosunkowi czgstotliwosci. Na ponizszym rysunku widzi-
my przyktad inwersji z 1 inwencji dwugtosowej J.S. Bacha (BWV 772).
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Rys 1. Przyktad inwersji chromatycznej z 1 inwencji dwuglosowej J.S. Bacha!. Przerywana
linia wskazuje ptaszczyzne odbicia (nute piwot)

Inwersja odpowiada wigc w zapisie nutowym zwierciadlanemu odbiciu
w plaszczyznie poziomej (tu na wysokosci D), a w dziedzinie czgstotliwosci na
zamianie wyzszych harmonicznych podharmonicznymi, tzn. zamiast pomnozy¢
dang czgstotliwos¢ przez jaki$ czynnik, dzielimy jg przez ten czynnik. Jean Phi-
lippe Rameau [5] zauwazyl, ze wérdd tondéw harmonicznych danej czgstotliwosci
f zawsze wystepuje akord dur. Rzeczywiscie, ton 3f jest o kwintg plus oktawe
wyzszy niz f, a 5fjest o tercj¢ wielka plus dwie oktawy wyzszy od f. Nie ma jed-
nak w szeregu harmonicznym sktadnikow akordu moll z podstawa f. Tymczasem
akord moll jest obrazem akordu dur w inwersji chromatycznej. Kontrowersje na
temat fizycznych, fizjologicznych i estetycznych podstaw akordu moll i jego du-
alnosci wzgledem akordu dur doprowadzity do przykrych sporéow J. Ph. Rameau
zJ. le R. d’Alembertem i trwajg do dzis [6]. Trzeba pamigtac, ze przeksztatcenie
inwersji szeregu harmonicznego nie prowadzi do szeregu harmonicznego. War-
to tez zwrdci¢ uwage, ze opisane tu operacje symetrii dotyczace widm, a wigc
dziatajagce w dziedzinie czgstotliwosci, sg jakosciowo rdézne od operacji symetrii
znanych z podstawowej mechaniki kwantowe;j.

' Uzywa si¢ tez inwersji diatonicznej, w ktorej rozmiar interwatu odwréconego nie musi by¢
réwny interwatowi pierwotnemu, lecz wynika z dzwigkow dostgpnych w stosowanej skali.
Inwersje chromatyczng tematu wutworze Bacha mamy np. w t. 3, 15. Na Rys.1 temat w inwersji
jest przetransponowany o kwarte dot, aby lepiej zilustrowa¢ ptaszczyzne odbicia.
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Symetria—dualno$¢ poziomow energetycznych atomu wodoru
i prostokatnej studni potencjalu

Poziomy energetyczne atomu wodoru sa schematycznie przedstawione na Rys. 2
na tle wykresu energii potencjalnej wytwarzanej przez jadro. Energia ta jest funk-
cja odlegtosci bezspinowego elektronu od jadra, ale trzeba pamictaé, ze elek-
tron ma swobod¢ ruchu w catej trojwymiarowej przestrzeni. Obok znajduje si¢
analogiczny schemat pozioméw energetycznych jednowymiarowej prostokatnej
studni potencjatu. Jak wiadomo z hipotezy de Broglie, poziom energetyczny £,
odpowiada czgstotliwosci f, = E /h. Wida¢, ze po przeksztatceniu f'— — f (parzy-
sto$¢ w dziedzinie energii-czgstotliwosci) poziomy energetyczne atomu wodoru
staja si¢ podharmonicznymi poziomow prostokatnej studni potencjatu.
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Rys. 2 Energia potencjalna (gruba linia) i poziomy energetyczne prostokatnej jednowymiarowej
studni potencjatu a) i atomu wodoru b). W kolumnach podano czynniki liczbowe, przez jakie
nalezy pomnozy¢ energie (czgstotliwosc¢ f) stanu podstawowego, aby otrzymac poziom numer 7

Otrzymujemy symetrie (lub nawiazujac do odpowiedniosci dur-moll — dual-
no$¢) poziomow energetycznych polegajaca na zastagpieniu czestotliwosci harmo-
nicznych czestotliwosciami podharmonicznymi. Warto zauwazy¢, ze nie jest to
doktadnie inwersja stosowana w muzyce, gdyz tam zamiana harmonik i podhar-
monik dotyczy tylko czestotliwosci podstawowych, podczas gdy tutaj zamianie
podlegaja wszystkie sktadowe widma energetycznego. Nalezy tez podkresli¢, ze
ta symetria-dualno$¢ zachodzi pomiedzy uktadami o r6znej wymiarowosci, cho¢
podobna odpowiednio$¢ mozna tez osiggnac¢ dla szesciennej studni potencjatu.

Znaczenie fizyczne

Nawet w dziedzinie syntezy dzwieku przedstawiona zamiana harmonik z podhar-
monikami nie jest tatwo zauwazalna. Sygnat dzwigkowy odpowiadajacy studni
potencjatu ma okreslong wysoko$¢ dzwieku i ostra, metaliczna barwe, szczegdl-
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nie gdy amplituda wyzszych harmonicznych staje si¢ duza, podczas gdy wie-
loton zbudowany z czgstotliwosci odpowiadajacych poziomom atomu wodoru
jest rodzajem szumu, wywotanego bliskimi sobie czestotliwosciami. Oczywi-
scie wszystko zalezy od amplitud poszczegolnych sktadowych. W kazdym razie
trudno tu zauwazy¢ jakas odpowiednio$¢, mimo ze wywodzi si¢ ona ze znanej
muzykom inwersji. Nie znam reguly pozwalajacej zaprojektowac uktad — kwan-
towy lub drgajacy klasyczny — ktorego widmo drgan wiasnych byloby wynikiem
takiej transformacji z danego uktadu. Zapewne zadanie to mozna rozwigza¢ na
wiele sposobow, gdyz wiemy, ze to samo widmo drgan moga mie¢ rozne ukta-
dy [7]. Synteza dzwickow o alikwotach analogicznych do prostokatnej studni,
wybrzmiewajacych tym szybciej, im wyzszy jest numer harmonicznej, tzn. tak
jak w instrumentach szarpanych lub uderzanych, prowadzi do efektu bardzo zbli-
zonego do dzwonkow chromatycznych — instrumentu, w ktorym grajacy uderza
w prostokatne ptytki metalowe. Rzeczywiscie wzor Chladniego [8] zawiera po-
tegi liczb naturalnych. W niektorych przypadkach potegi te sg podawane jako
bliskie 2.

Pytania, przypuszczenia, wnioski

Czy da si¢ zbudowac¢ instrument majacy szereg alikwotow zadany doktadnie
wzorem f = fi*? Wyktadnik 2 w mechanice kwantowej pochodzi ze specyficz-
nej relacji dyspersji czastki kwantowej. W przypadku drgajacej ptyty musi by¢
zwigzany z ksztaltem i by¢ moze niejednorodno$ciami wlasnosci sprezystych
drgajacego obiektu. W kazdym razie drganiami tymi nie moga by¢ fale ptaskie
w jednorodnym osrodku bezdyspersyjnym. Zapewne jakas rola przypada tu gru-
bosci ptyty. Prowadzi bowiem do nieharmoniczno$ci, podobnie jak to si¢ dzieje
w strunach fortepianowych z powodu ich skonczonego przekroju [9].

Swiat symetrii kryje w sobie jeszcze z pewnoscia wiele tajemnic. Nie wia-
domo, czy 1 jakie sg konsekwencje, a moze i praktyczne zastosowania prze-
ksztatcenia polegajacego na zamianie sktadowych harmonicznych z podharmo-
nicznymi. Drgania podharmoniczne rozpatrywali juz J.Ph. Rameau, G.Tartini,
J. R. d’Alemebert, J.A. Serre, J.W. Goethe, H. Riemann i in. [6] Dzi$§ czgstotli-
wosci podharmoniczne znane sg z zachowania uktadow nieliniowych, wykazu-
jacych podwojenia okresu przy zblizaniu si¢ do chaosu [10]. Czy ma to zwiazek
z odpowiednios$cig migdzy atomem wodoru i dzwonkami chromatycznymi? Tego
na razie nie wiem. Na pewno jednak nauczanie i upowszechnianie fizyki powin-
no si¢ odbywaé z uwzglgdnieniem i poszanowaniem osiggni¢¢ innych dziedzin
wiedzy, techniki i sztuki, w ktorej to misji Zosia wielce si¢ zashuzyta i wskazata
swoim uczniom szeroki wachlarz sposobow realizacji.
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